PROPAGANDA DISTRULIONE

e o

=

BisLIOTECA DEL POPOLO

f'_':,CeEt;eaimi 50 1l volume

: N
g -~

- -
== b8

Ing. ANTONIO MARINO

SELIONI CONICGHE

Con 43 figure

Ogni volumetto consta di 64 pagine di
fitta composizione e contiene un cﬂmplﬂtu
trattatello elementare di scienza pratica, di
cognizieni utili ed indispensabili, dettato in
forma DGDG]ETE, succinta, chiara, alla portata
d'ogni intelligenza.

CASA EDITRICE SONZOGNO — MILANO

Via Pasquirolo, [4.

Ik

N T G

SR

1]

W

TG

i




INDICE

Generalita .
Ellisse
Iperbole
Parabola
PROPRIETA RISERVATA
_Mllannj . Stab. G;;Fxc:n _Maturcﬂi. UI;_;;;I;II-Q_

c-20-0

Pag, 3

y 4

» 30

y 40
13-15,




SEZIONI CONICHE

GENERAELE A

Si consideri un circolo ed un punto O fuori di esso: si
supponga una retta passante per O o per un punto qualun-
que della circonferenza; se noi facciamo rotare la retts
attorno ad O mantenendosi sempre a contatto con la cir-
conferenza, a rotazione compiuta avremo due coni opposti
al vertice, con le generatrici una prolungamento dell’altra.
Un piano qualunque che passi per il punto O, vertice del
cono, e taglia la superficie del solido, incontra questo se-
condo due rette ed il piano di base secondo un’altra retta,
formando cosi un triangolo. Se il piano secante non passa
per il vertice ma € parallelo alla base, ed il cono che sj
considera €& retto, la sezioné sua col piano secante & un
cerchio. Si chiama asse del cono quella retta che passa
per il vertice del cono e per il centro della sua base.

Se questa reita e perpéndicolare alla base essa diventa
'altezza del solido, ed il solido si dira refto: in caso con-
trario si dira obliquo.

Se un piano passa per il vertice e per l’asse del cono,
senza che questo sia perpendicolare alla base, l'interse-
zione di siffatto piano con la superficie conica si chiama
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4 SEZIONI CONICHE
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’ellisse & quella curva generata quale intersezione della
superficie conica con un piano perpendicolare alla sezione
principale. [’ellisse ha pure per nome: Sezione conica,
curva conica.

OSSERVAZIONE. — Una retta non incontra la conica in
pitt di due punti; e si dira secante; se la incontra in un
sol punto, la si dira tangente.

Teorema. — L’ellisse, cio¢ la curva sezione d’un piano
perpendicolare alla sezione principale con la superficie
conica, ¢ tale che ha costante la somma delle congiun-
genti due suoi punti fissi interni con un punto qualun-
que della curva conica.

Infatti si immagini la sezione principale individuata dalle
generatrici C O D; ad essa perpendicolare la sezione CO:

nica A M B.
Nel triangolo O A B inscrivo un circolo che risultera

tangente ai lati O4, OB, AB rispettivamente nei punti E,
H, F: un altro®circolo si inscrivera nella figura aperta G
4 BD, in modo che risulti tangente ai lati CA, AB, AD
nei punti C, F’/, D.

Fatto cid si faccia rotare il sistema cosi ottenuto attorno
all’asse del cono; e poiche si & detto che la sezione prin:
cipale C O D passa per l'asse del ‘cono, i due circoli si tras”
tormeranno in due sfere e le rette tangenti ai circoli 10
resteranno alle sfere.

Se M & un punto qualsiasi della curva ellisse, ynito con 0
rappresentera una generatrice del cono, e la retta OM, di-

ventera tangente alle due sfere suddette nei due pt'mltl P
ed R. Inoltre i punti E ed H punti di tangenza con il 'cer-
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chio E F H, resteranno punti di tangenza delle generatrici
£0, OH con la sfera generata dalla rotazione del circolo
suddetto; cost E P H si troveranno st una curva, 1 cui
punti saranno tutti i luoghi di tangenza delle generatrici
uscenti da O e tangenti alla sfera suddetts.

Analogamente C, R, D sono punti di tangenza delle stesse
generatrici avanti considerate con la sfera generata dal
circolo C F* D.

Premesso cid veniamo alla dimostrazione.

Si congiunga M con i punti F ed F! della conica. Poicheé

.:-f;ﬁl"‘:;:r\qri -—___.‘__, il

Fig. 1.

M ¢ esterno alla sfera minore, sara PM = FM perché tan-
senti da M alla stessa sfera; e per la medesima ragione
MR = ME" ; sommando le due eguaglianze si ha PM+MR=
o UE-- ME/ — PR, Ma 0C— 0D —OR perché tangenti
d.a O alla stegsg sfera; OE = OH = OP per la stessa ra-
slone; ed. allora anche. Je differenze di tali tangenti saranno
“8uali fra di loro: cfod EC — HD — PR; cioé sono co-
zf&nti tutti i segmenti cosi individuati e compresi fra le
Cile Stere, ma MF + MF' = PR dunque MF -+ MF’ = cost.
- d [ segment; MFE ed MF’ si dicono raggi vettori.
Veniamo ad individuare il valore della costante
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O SEZIONI CONICHE

Poiche A4 e B sono puntl esterni alle circonferenze ; si
ha: EA—=AF AC=AF" ¢ sommando EA + AC = AF +
1 AF’ cioe EC= AF AP

D’altro canto HB — BF DB = BF’ ¢ sommando HB -+
-+ BD = BF - BF’ cio¢ HD = BF -+ BF’. Osservando che
HD — EC per cio che sl dimostrd innanzi; si ha AF 4 AF'=
BF -+ BF/; ma dalla figura st ha AF' = AF + FF’ come
BF — BF’ -+ FF’ e sostituendo nella ultima eguaglianza
AF 4+ AF +FF’ = BF’ + BE’-FF’ ossia riducendo : 24F =
— 5 BF’ ossia AF = BF’; il che dimostra una importante
proprietd : cioé i punti fisst F ed F! stanno ad eguale di-
stanza dai punti A e B.

Sostituendo questa ultima relazione nella AF + AF' =
— BC si ricava: AF 4+ FF' + BF' =CE cio¢ AB = EC;
sostituendo nella BF + BF’ = HD si ha AF -+ FF/ 4 BF' =
— 4D cioe AB=—HD. E poiche RP = EC = HPi=¢cosi
si ha cost. = AB.

La retta A B prende il nome di grande asse dell’ellisse;
mentre ha nome piccolo asse dell’ellisse la perpendicolare
nel punto medio al grande asse € limitato dalla curva.
Sono vertici della curva le quattro intersezioni dei due assi
con la curva. Il punto medio incontro dei due assi, si chia-
ma centro dell’ellisse ; sono fuochi di essa curva i punti
F ed F/. 1l grande asse lo si indica con 2. a; il piccolo
asse con 2 b: la distanza fra i fuochi si chiama eccentri-
cita e si indica con 2c¢. Si comprende che i vertici essend0
simmetrici, come pure i fuochi rispetto al centro dell’el-
lisse ; sara a la distanza dal centro ad uno dei vertici del
grande asse; b la distanza dal centro ad uno dei vertic]
del piccolo asse, € ¢ le semi eccentricita, distanza dal
centro ad un fuoco.

In particolare; se la eccentricitd si riduce Sempre pit
la conica diventa a mano a mano pilt rotonda; per 2¢ =\
e a—b la ellisse si riduce al cerchio di raggio a.
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PROPRIETA. — Dal teorema su dimostrato si osserva che

A4’ = 2a = MF 4 MF’.

Sz adesso considero
I’asse minore BB’, poi-
ché € eguale a 2b; avro
nel triangolo rettangolo
BioF che Bo—b oF—
—¢ BF - BF =2a ¢
poiché BF = BF’ 2BF —
— 2a da cui BF = a. Al-
lora il triangolo rettan-
golo ci da la relazione

Fig. 2.

a2 = b? -+ ¢?. Poiché BF = BF’

e BA—= BA' si ha che 1’asse minore BB’ & un asse di

simmetria della curva.

Teorema. — L’ellisse ammette due assi di Simmetria

che si tagliano in un

punto; centro di Simmetria, e

centro della curva medesima.

Sia FF’ 1’ellisse, individuata per i suoi fuochi; A ed 4"

1 vertici sul grand’asse.
I punti C e D siano due
punti determinati quali
intersezioni di raggi vet-
tori eguali FC = F'D
FD = F/C : allora la retta
CD risulta parallela al
grande asse. Unisco C €
Dcon A ed A'; la figura
CDA’A & un trapezio 1S0-
scile, ed ha le diagonali

tagliantesi in M. La retta BM, passante per il punto medio
O di AA’ e per M dovrebbe essere il piccolo asse. Dimo-
striamo cio ed avremo dimostrato che C e D sono egual-
mente distanti da BB/, cioé questo & un asse di simmetria,
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Infatti se facciamo rotare la figura C N O 4 atiorno ad
ON, si ha che essendo OA4 = OA’, restando O fisso nella ro-
tazione A cade su A’; restando M fisso, AM cadra su 4’M -
inoltre restando N fisso nella rotazione, CN pigliera la di-
rezione ND essendo CD parallela ad A4’, ed essendo CM =
— MD quali parti eguali delle diagonali AD = A’C del tra-
pezio isoscile, CM pigliera la direzione MD ed il punto
C intersezione di CM con CN, coincidera con D interse-
zione di DM coa DN. Allora la CD sara una retta divisa
per meta dalla BB’ nel posto N; fisulta inoltre a questa
perpendicolare, ossia C e D distano egualmente da B e B':
e poiché i punti C e D sono arbitrari, € coppie simili si
possono sempre scegliere ferma restando la deduzione fatta,
si osserva che la proprieta vale per tutti 1 punti dell’¢l-
lisse e BB’ & un asse di simmetria della curva.

Se adesso si abbassano le perpendicolari CC/, DD’ al-
|’asse maggiore; poiché C’ e D’ sono punti intersezione
dei cerchi di centri F ed F/ e di raggi eguali ai raggi vet-
tori CF' = FD CF =F’'D; le rette CC’, DD’ risulteranno
delle corde comuni a cerchi di cui 1 centri sonoi fuochi €
di raggi rispettivamente F'D ed FD; F'C ed FC. Le corde
suddette saranno allora divise per meta e normalmente
dalla congiungente i centri, la quale & la retta FF', cio¢
AA’, il grande asse. Allora avremo cosi dimostrato che
anche AA’, il grande asse & un asse di simmetria.

Se unisco i punti C e D’ e D con C’ ottengo CcDD'C’
che & un rettangolo le cui diagonali CD’, DC’ si taglian®
rispettivamente per meta e fra di loro sono eguali. Intant
osservo che le rette BB/ ed A4/, che uniscono i puntl
medi del rettangolo si tagliano in O; punto ove devon?
incontrarsi e tagliarsi le diagonali; quindi diremo che 1
curva ha un punto di simmetria, determinato dallo incon
tro dei due assi di simmetria, ¢ che abbiamo chiamat
centro della curva. Le rette come GD' ¢ D/C’ sono 1ot
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passanti per il centro e sono incontrate a meta. Si & inol-
tre visto che le corde come la CD parallele ad un asse,
sono tagliate dall’altro asse per meta.

Veniamo alla costruzione dell’ellisse per punti.

Supponiamo conosciuto il valore 2a e quello 2¢, b sara
dato dalla relazione a®= b>— ¢® Si tracci un segmento
— 2q e si divida per meta in O, vi si innalzi una perpen-
dicolare BB e si scelga OB = OB’ =b; si prenda pOi
OF =OF =c¢. I punti 4, 4", B e B’ sono punti dell’el-

lisse. Determiniamo ades-

so altri punti della curva. |
Si prenda ad esempio b
1l punto R e con raggio '
AK ‘centre in F’ si de-
scriva un arco di cerchio  ~ e Jr—%r—?__
che si fara intersecare
con un altro arco di cen-
tro £ e di raggio A’R. Si 8
hanno due punti 1 e 2

che appartengono all’el-

lisse, perche 1F/ 4 {F — [ige. 4.

= AR+ A'R =24. Lo

SL€S80 per il punto 2. Se adesso con gli stessi raggi AR ed
A’R si fanno centri in F ed F’ si hanno altri 2 punti come
L precedenti. Cos; ogni punto come R da 4 punti della ellisse.
Del resto Per la simmetria della curva, su dimostrata; basta
avere un bunto per avere gli altri tre. Infatti se & noto il
p}mtﬂ L: si puo da esso abbassare la normale all’asse mag-
slore prendendo sy essa il punto 2, simmetrico al punto 1.
Poj congiunti 1 e 2 con il centro O s; prolunghino tali rette

dj Seégmenti eguali ad 01 e si hanno gli altri punti de-
Mandatj.

5 (_3051 O una lunga successione di punti cosi determi-
atl si puo Ottenere, congiungendoli, la curva richiesta.

- — — - =
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OSSERVAZIONE. — I punti trovati nel modo suddetto sono
sempre possibili solo quando le circonferenze di centro i
tuochi si intersecano. VYediamo quando cio si avvera. E
necessario che la congiungente i centri sia minore della
somma dei raggi e maggiore della loro differenza. In quanto
alla prima considerazione ; la congiungente i centri ¢ la
eccentricita 2¢ < 2a somma del raggi; per la seconda as:
serzione, facciamo le considerazione seguente. Se ¢ dato R
che ci fornisce i 4 punti gia trovati dalla curva, dovrebbe
essere FF' > AR —A'R .; cioe 2¢ > AR — A’R ‘ma AR -+
-+ A’R = 2a dicui AR — 2a — A’R e sostituendo 2¢ > 2a —
__A/R— A’R ossia ¢ > a— A’R. Dalla figura si ha che
41— /R — 0A/— A’R—OR ossia ‘¢ = OR cioe la semi-
eccentricita & maggiore della differenza del raggi vettori e

quindi a pitt forte ragione sara la eccentricita 2¢ > OR
ool sl

DiscUSSIONE. — Se il punto R diventa il punto § coml-
preso fra un fuoco ed un vertice, per es. fra F ed 4,
avremmo che se volessimo anche qui ritenere vera la 2°
proprieta, si dovrebbe ottenere 26> SA— AS; ma SATE
A4S = 2a da cui AS’ =2a — AS e sostituendo 2¢ = il
__ AS— AS ossia ¢ >a— AS. Ma a— A8 = OS ed allord
si dovrebbe avere ¢ > OS; pero si osserva che il punto ®
cade fra F ed A, cioe & piu distante di F da O ed allord
ta relazione ¢ = OS non puo ammettersi; mentre Sussiste
perd la relazione 2¢ < AS’ + AS cioe 2¢ < 2a.

Se adesso il punto che si considera e il fuoco, pef es:
F, si vede che i cerchi che si vogliono tracciare non dannd
punti di intersecazione, ma SOno tangenti nei fuochi, es-
sendo uno dentro l’altro.

I punti dunque compresi fra i fuochi ed i vertici no"
danno punti delle curve. Si osserva inoltre che le distan?
oeneriche 1F/ + IF = 2a cambiano in modo tale che ¢f¥
scendo una di esse diminuisce 1’altra di quantit egual®
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dando sempre 2a per somma. Allora il minimo raggio vet-
tore sara AF ed il massimo A’F. Si avra inoltre un’egua-
glianza cio¢ 1F =1F" e ci0 quando 1 cada su B o B/

Teorema. — Preso un punto esterno all’ellisse, il grande
asse 2a e maggiore della differenza delle congiungenti il
punto con i fuochi ed e minore della somma delle con-

giungenti stesse.

. Infatti sia O il punto esterno che unisce con i fuochi;
allora dalle proprieta
dei triangoli, OP +
OF’ > PF’ ed aggiun-
gendo PF; si ha OP -

TPE=EOF > PE'-- PF F % T //4

ma PRCPE — 20 e :

OP + PF = OF si ha B1ES,

OF + OF’ = 2a. che

dimostra la seconda parte, — Si osservi ora che sul trian-

golo OFF’ si ha FF' > OF — OF’ ma 2a > FF’ dunque a
maggior ragione 2¢ > QF — QF’, che dimostra la 19 pro-
Prieta,

Teorema. — Preso un punto interno all’ellisse, il grande
asse Za e maggiore della somma delle congiungenti i fuo-
chi col punto; ed & pure maggiore della loro differenza.

Intatti il punto O si unisca con i fuochi, e prolungo OF in
P. Ne] triangolo OPF’ si ha OF’ < QP -+ PF’ e sommandovi
OFI_ Si hﬂ OF;-f—OF‘i
~ 0Pt PE/ L OF. M
OP - PF. oF = 2,
quindi 20 > op + OF’;
Ch‘e dimostra 1o 1% pro-
Prieta,
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Anche qui si ha nel triangolo OFF’ che OF — QF/ < 2¢
ma 2a = 2¢ dunque anche 2a > OF — OF’. chc dimostra
ia 2% proprieta.

Teorema. — La tangente ad un punto qualunque della
ellisse fa angoli eguali con i ragdt vettori congiungent
il punto di tangenza con i fuocht.

Sia SR una corda all’ellisse che taglia la curva nei
punti ¥V e Z; dai fuochi innalzo le normali alla corda che
cadono in S ed R e sul loro prolungamento prendo RT =

= F'R [JS = SF.; - congitin-

y go i fuochi con T ed U. La

figura UTFF’ & un trapezio

isoscile, perche i lati UF e

TE’ paralleli, i punti U e E;

F/' e T egualmente distanti

coppia a coppia dalla SR:

inoltre SR e un asse di sim-

Rig. 7. metria del trapezio.

Per la eguaglianza del

triangoli TPR ed RPF,

aventi gli angoli TRP, F/RP eguali perch® retti; PR in co-

mune, TR = RF’ per costruzione, sard I’angolo TPR =al-

I’angolo F’PR. Ma gli angoti TPR ed FPS sono eguall

perché opposti al vertice, sara l’angolo RPF’ eguale all’an®
oolo SPF.

Se la corda SR si sposta parallelamente a sé stessa, ©
per ogni stia nuova posizione avremo sempre vera la pro”
prietd su dimostrata; cioe gli angoli che le cnngiungeﬂ“
i nuovi punti come P, formano con i fuochi e la cof®
stessa saranno sempre eguali, perché sempre identica all®
prima sara la costruzione da noi fatta per questgynuove corde
Intanto osserviamo, che a mano a_mano la corda si spos™
parallelamente a se stessa, i punti di contatto V' e 7. alli
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neati con P, si renderanno sempre piit vicini, compren-
dendo sempre fra loro il punto P. Ne viene dji conseguenza
che nello spostamento, si arrivera al punto che Ia corda
SR diventa la tangente SR alla curva; i punti V,P,Z coin-
cideranno in uno solo, P, e resteranno sempre immutate
le proprieta degli angoli; cioe i raggi vettori congiungenti
il punto di tangenza ai fuochi formano con la tangente an-

goli eguall.

OSSERVAZIONE. — Se la tangente & parallela all’asse
maggiore, il trapezio si trasforma in un rettangolo: il
punto di tangenza diventa uno dei due vertici dell’asse mi-
nore ; ed in particolare, se in questa condizione b= ¢, gli
angoli che la tangente fa con i raggi vettori del punto di
contatto sono di 45°

Se la tangente diventa perpendicolare all’asse maggiore,
essa passera per uno dei vertici di questo; e la figura
piana trapezio si trasforma in una serie di rette sovrap-
poste all’asse maggiore; gli angoli formati dalla tangente
coi raggi vettori sono entrambi eguali a 90°,

Luoghi geometrict dell’ellisse.

Dal T. della tangente, sappiamo che SPF=F/PR, Unendo
R con O; si hanno due triangoli SFF/ e RFQ che sono
simili ; cioé SF/: RO = FF’: FO ed osservando che FF' —
= 20F == 2¢ sostituendo si ha SF/=2.R0O, Ma SF' —
=PF’+PS e si sa che PS=PF dunque SF'= PF’ 4
+ PF =2a. Quindi 2a=2.R0 da cui RO=a, Ma R &
il piede della normale condotta da un fuoco alla tangente
In un punto P generico, quindi la distanza PO = g ¢ fissa
PEr tutti i punti come R; ciog se noi tracciamo un centro
di cerchio O e dj ragglio semi asse maggiore, il cerchio
Cosi descritto & luogo geometrico di tutti 1 piedi delle per-
Pendicolari alle tangenti alla curva, innalzate dai fuochi.

Simile cerchio chiamasi podatia,
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Inoltre si & visto che SF/= 2a; cioe i punti come §
sono distanti sempre da F’ della lunghezza dell’asse mag-
giore ; allora se con centro F/ si descrive un cerchio
' di raggio 2a; i punti di
questo cerchio formeran-
no un luogo geometrico:
quello cioe in cui si in-
incentrano tutte le nor-
mali alle tangenti con-
dotte a quelle dall’altro
fuoco. Un simile cerchio
si dird cerchio direttore
dell’ ellisse per il fuo-
ea &Y

E poiché si comprende
che anche per F posso
condurre il cerchio diret-
tore ; diro che 1'ellisse ha
due cerchi direttori,

Osserviamo che SR = RF; cio¢ la normale condotta da
un fuoco ad una tangente qualunque incontra questa in un
punto della podaria, ed il prolungamento della normale,
incontra la congiungente il puato tangente con 1’altro fuoco

in un punto che appartiene al cerchio direttore di questo
secondo fuoco.

Hig. 8,

Le suddette proprietd ci facilitano la ricerca dell’ellisse
con un altro metodo; il quale ci da oltre i punti della
curva anche le tangenti a questi punti.

Infatti : Noto 2a e 2¢, rappresentato su una retta 2a=
= AA’; 2c = FF’ ¢ preso il punto medio O; si tracei il
cerchio di raggio. OA4; si ottiene la podaria. Centro in F/
e raggio 2a si tracei il cerchio direttore di fuoco F’/. Per
F si faccia uscire una retta qualunque, FT la quale in-
Contra il cerchio direttore in T; allcra si divida FT per
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meta in S e si abbassi la perpendicolare SU alla FT per
S ; tale retia si intersica con la TF nel punto U, che ap- 1l
partiene alla curva; la US & la tangente in U. Lo stesso
per altre rette uscenti dal fuoco F e dal fuoco F/, consi- |
derando per0d per questo fuoco il cerchio direttore di F. |

| |

Emn e i

T T =

—_—
I e

T - il ST T TR G
T

J
I'1g. o.

e T e i

Per avere i vertici B e B’, dai fuochi si innalzano le
DEFFendicolari all’asse maggiore fino ad incontrare la po-
daria; si uniscano questi punti di intersezione con un seg-
Mmento, il cui punto medio rappresenta uno dei vertici
della curva, corrispondente all’asse minore.

P - % - . "
Olche si sa che la curva ha due assi ed un centro di

Tpia s

BT

f.‘i-"_. =T
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simmetria, sappiamo che un punto generico, dopo che sia
individuato, individua altri tre punti simili.

Problema. — Costraire la tangente od un ellisse da un
punto su di essa.

1.2 SoLUZIONE. — Sia P il punto che congiungo col fuoco
F ed F/; prolungo PF della quantita PR = PF’. Unisco R
con F’/ e divido per met3
tale congiungente in S.
LLa retta PS € la tangente
domandata, poiché per la
costruzione fatta dagli an-
goli SPE” e RPS sono
eguali; e poiche 1’angolo
RPS € eguale ad UPF
quale suo opposto al ver-
tice, sara anche 1’angolo SPF’ eguale all’angolo UPF; ci0
che & necessario perche la retta US sia la tangente richiesta.

2% SoLUZIONE. — P si unisca con F e si prolunghi
PR — PF’: si descriva la podaria; unisco F’/ con R e sego
la podaria in S; la retta PS € la tangente richiesta.

['1g. 10.

Problema. — Tracciare la tangente alla curva da un
punto fuori di essa e posto sulla podaria.

Sia C il punto che con-
giungo con F’, abbiamo
la normale CR alla CF’
passante per C; essa ¢
la tangente richiesta, per-
ché si sa che essendo C
punto della podaria, la tan-
gente passante per C €
normale al segmento che
Fig. IT. unisce C col fuoco F’.

-
|

il N
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Teorema. — [l prodotto delle distanze di una tangente
qualunque ai fuochi e costante.

Si abbia la tangente TU; e siano T ed U i piedi delle
normali alla tangente condotte dai fuochi; i segmenti
TF =d; e UF' =ds siano quindi le distanze. Si abbassi
FS normale alla UF’/. Dalla considerazione dei triangoli
rettangoli FSF’: FSR si ha: FS? = FF’?— (UF — US)?

e FS?=FR?*—RS? ¢ poi-

ché FF/ = 2¢ UF' = d, "F’/ .
US=TF=4d, RS — | d,
— RU+ US = d; - dj rhi

; A :
FR = 2a ; sostituendo ed V4l
cguagliando i primi mem- b
bI“i: 4€2__(d3_d1/}2: == :
—4a*—(d,+d,)? da cui A\ / 0 FA
riducendo 4¢% — 442 —
=—4d, d, da eui g>— /

—¢*=d,d,; ma si sa

che @P=0p+c? da cui Fig., 12.

N X quindi

dydy = b2 cioa i prodotto delle distanze dai fuochi di una
tangente qualsiasi & una quantita costanté ed eguale al
quadrato del semi asse minore,

HE?SE:‘“ZIQNE- — iSe la‘tangente ¢ tale in uno c}ei ver-
diatjanza 25- in 4; allora -ﬁ:‘nﬂrmale all’asse maggiore ; la
Bupsi o diventa AF, ciot ¢ —c=AF=d, e la dp=
::ﬂﬂ.___:zﬂ__:}—f; 1-1 Prodﬂttﬂ dy d, dara (a—c:)-(a-{— B
S ta; b*; ciod anche qui resta dimostrato -11 teorema.
s€nte ¢ invece normale all’asse minore, cioé

passg : - oo :
P uno dei suoi vertici, le distanze d; =d, =0 ed

B

S e e

e T

-
TSI

T e
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il loro prodotto € sempre eguale al quadrato del semi asse
minore. Cioé la proprieta € verificata anche per questo

Ccaso.

Teorema. — Le normali ad una tangente condotta dai
fuochi (distanze) sono direttamente proporzionali ai seg-
menti di tangente presi fra i piedi delle normali e il

punto di contatto.

Sia TU la tangente all’ellisse in M; chiamo UM =1,
TM~—t; TFE=ds UF'=1dy.
[ triangoli MTF , MUF’ sono simili perché hanno eguali

Fig. 13.

gli angoli TMF e. UMF’ per la proprieta della tangente ; gli
angoli in T ed in U eguali perché retti. Allora dungu®
1 due triangoli avanti considerati sono simili e ci dann®
la proporzione :

I N o e
i P,TDSSIE?;_E;.E.d.d.
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Proprietd dedotte dal T. della tangente.

Prolungo la tangeénte TU fino al suo incontro in Z con
[’asse maggiore; allora dei due triangoli simili ZTF, ZUF’
si ha TZ.:ZF=TU:FFE’ e poiche FEF'=—2c. TU chia:
mandola t; si ha TZ:ZF=1t:2¢c da cui si ricava t =

FZ
— 2
ZE
: T Z X :
In questa relazione ponendo -Z—F:I etoe TZ—7ZF si

lhet = 2¢; questa relazione TZ = ZF si deve interpetrare
na senso che il punto Z si allontana all’infinito; cioe la
tangente si rende parallela all’asse maggiore, € gia sap-

Plamo che f =2¢, come si conferma con la dimostrazione
Precedente.

Se si pone ?;Z_
ZoE

de : i fuc
lla tangente compresa fra le normali od essa dai fuochi

b8

e 1 :
il valore della diagonale del quadrato fatto con la semi
€ceentricity.

Pep L4 0 OIS
ZEF —2¢ t=4c® cioé & la meta della diagonale

— ¢ allora t=2¢%; cioe la lunghezza

del :
quadrato Costruita sulla eccentricita.
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Per ; ;:f — O cioé per t=o0 si deve interpetrare la tan-
gente passanfe per A o A’ e che si rende nulla la distanza
focale, cioe i due fuochi coincidono col centro della curva
e questa poiché nella relazione a®=b*- c* si ha a®= ¥
si riduce al cerchio di raggio c¢. Esiste pero la tangente,
la quale non si annulla perche la considerazione su esposta
vale per il solo segmento della tangente compreso fra i
piedi delle normali a lei dirette dai fuochi.

Abbiamo cosi visto che il segmento £ della tangente varia

Fig. 15.

da t=0 a t=2c¢ a cui corrispondono rispettivamente 12
tangente normale e parallela all’asse maggiore dell’ellisse:

NUOVE PROPRIETA. — Sappiamo che la figura FRE'P ‘E
un trapezio isoscile, ed allora RP = FF' = 2¢. Intanto i
punto R si trova sul cerchio direttore descritto da F'; e
il punto P sul cerchio direttore descritto da F. Se imm#
gino che il segmento RF si muova attorno attorno all'el
lisse in modo perd che tutti i punti come R cadano se™™
pre sopra il cerchio direttore di fuoco F’, tutti I puﬂ”

L&

3

il
T wh
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come P cadono sempre sull’altro cerchio direttore, e che
la congiungente PR si mantenga sempre eguale a 2¢, ne
viene che la retta RF ed F/P rotano sempre attorno ai
fuochi; i loro punti medi non si allontanano dalla podaria
ma percorrono tutti i punti di questa. I punti di incontro
delle diagonali dei trapezi cosi costituiti godono sempre
delle proprieta dimostrate per la tangente e formano i punti

della curva ellisse.
Questa proprieta ci & quindi d’ausilio nella determina-

Fig, 16.

zione della ellisse, conoscendo 1’ asse maggiore, e la ec-
Centricita,

Infatti: 1.0 Datj A4’ =2a, FF' = 2¢ si descrivano i due
c€rehi direttori m n di raggio 2a e di centri F ed F’/. Si
EiF?:dﬁ S n unpunto P e con centro in esso e raggio 2c,
5 &' 1l cerchio m in un punto Q; sara PQ = 2¢. Unisco

€ Q Con i fuochi; la figura PFQF’ & un trapezio isoscile
E:gjjﬂiI:Unti ‘P e Q sono sui cerchi direttori e quindi

considerazioni precedentemente fatte; allora se

&
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si dividono i segmenti PF e QF per meta; i punti di di-
visione cadranno sulla podaria; e l’incontro delle diagonali
della figura ci da un punto dell’ellisse; risulta ancora per
esso individuata la tangente. Ci0 € vero per il teorema
della tangente. Scelti altri punti come P sia su n o su m,

e fatte le analoghe costruzioni, si hanno quanti altri punti
si vogliono della ellisse.

2 0 Noti i fuochi, m, n e la podaria; si tirino dai fuochi
due rette qualunque parallele fra loro; esse incontreranno
i cerchi m ed n in due punti, disposti dalla medesima
banda dell’asse maggiore. Tali punti di intersezione P e Q,
uniti con i fuochi, P con F’ e Q con I danno due seg-
menti che si intersecano in un punto S che appartiene,
per cio che si e detto alla curva.

Diamo alcune relazioni che legano fra loro le distanze
dai fuochi delle tangenti e i segmenti £, € t, in cui si di-

vide il segmento t della tangente all’ellisse,

Da F considero la normale a QF e da M la normale
alla FR, in T. Dalla figura si ha che i triangoli PMF,
FMT sono eguali, perché hanno i lati paralleli compres!
fra parallele e quindi avranno eguali anche gli angoli; sara
allora FT = PM = t, MT = PF = d;. La congiungente MF’
taglia la FR in V. I triangoli MVT e RVF’ hanno gli an-
goli eguali, perche
MVT = RVF quali
oprosti al vertice ; gli
angoli in T ed in R
eguali perche retti;
gli angoli TMV e RE'V
eguali perche alterni

Fig. 17. interni rispetto alle

parallele MT e QF’ ed
alla trasversale MF/; quindi i due triangoli MVT ed RVF’
sono simili ed avranno i lati proporzionali.

| fie
]

atl
| H|:'|"'|.":"
R

2
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Intanto noi conosciamo le relazioni %:E’i (a) d,d, =
2 2
—b?% (b) x+9y=2a (c).
| [’ispezione della figura ci da, chiamando x ed y 1 raggi
vettori : xSl (d) inoltre RF — PQ —
y:2=f2*j_!_d22( = PO =1 11 e
poiche dal friangolo rettangolo FRF’/ si ha FR?— FF/2

— RF’%, sostituendo i valori noti (t, 4 £,)% = 4¢? (do —d,)2.
Sviluppando; si ha #2 + 2+ 2f, tp —=4c? —d,2 —d,2 +
+2d, d,. Dalle equazioni (d) si ricava 1 =22 —d,;? e
ty* = y* — d,® le quali espressioni sostituite nella preceden-
t€, danno: x* — d;* + y*—d,* + 28, t, =4 ¢y —d,> — d,2
+2d, d, ossia riducendo: x? +y2=4¢* 4 2d; d, — 2t t,.
Se adesso sommiamo le (d) si ricava : X2 yi—t2 L0 L
di® +dy® ed eguagliando i due secondi membri di queste
ultime equazioni, si ricava: 2 £2 + d,* + ds* = 4c* -
=2 iydy— 2% 1o ().
r Czrchiama adesso di oftenere altra relazione che leghi
e
Dalla relazione x 4y =2a elevando a quadrato si ri-
Cava x*—+y2—442—2xy e sommando le (d) si ha x*+y2=
=0 54 d2 4 4.2
Eguagliando i secondi membri; si ha 4a® —2xy =1*> +
+ tEE + dlz + dgE_
MﬁrQa :ii :‘sservi che dalla similitudine dei triangoli PFA,
lCava x:y=d, :dy ¢ poiché la (b) ci dice che
el : , X b?
I Ez— SOstituendo ; si ha ”T’: Ik
Cl da Y=2a—1y che sostituita nel rapporto suddetto ci
da - 2 y h?

e i da cui: 2a dy® = d,2y -+ b%y che risolta

1S et : d .
Petto ad y dice che y=— - . Sostituendo tale va-

o ol v 2a de*
— Y, Sl ricava: x =2a — —————
; b - d,®

L’altra relazione (¢)

0ssia
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E 2 l d;r — 2 i.'I d. - 1 !
) z H i : 8 che si1 riduce &“qﬁltra X =

b? + dg? ¥

2a b? , : LA R ) . |
= E?-_—I:EE’ Sono noti cosi x ed v, vailort det raggi vettori

del ,ﬂunm di tangenza in funzione det Semt assi e delle di-
stanze dai fuochi della tangente passante per il punto con-
siderato. Formiamo adesso il prodofto dei raggi vettori,

2a:0% o laids? 4 a* b* dy°
b*—:r+ d“‘g/b; + d; (bg {i-z) QHESTU ‘kﬂlﬂrﬁ

cioe XV —

lo sostituiremo nella relazione avanti trovata :
402 —2xy =t% it +di> 4 dy® € si ricavag

-7 i B AN
£ 24 1,2 -1 d® - dy® = 4a¢ TR (B)

Nelle espressioni (4) e (B) i primi membri sono eguali,
lo saranno quindi i secondi 4c*+-2d,d, —2t, t,=4a°—

8 a% b* d%, t d ¥=r) d
— (Lo E poiche dalla t; :d—; si ricava f :tga—;
b* b?
e siccome d .—d— sostifuendo t, =1, St Ponendo que-
) 2
sto valore nella equazione precedente; si ha:
. al o iar 8 a* b® dy*
4£2+¢2f32—‘2f2*‘d2§'——4f12 (bq'-}‘di)g
ed isolando t*; si ha:
, b* Bl‘l b? dg,
— D il ._h:q_ Ve A PR 2
9 02 a C 2 b (0 d 22
e poiche a® = b? 4 c?; sostituendo
sLDF 8 a? b dy*
g e AN AT R a2 Ol |
ng df_%b - 4c 4 ¢ 2 b (bz'*"d:gg)i
e riducendo : b* 8 a% b? dy®
— 21y ———2 b* o
¢ dy? (b* -+ dy?)*
: 1d 5 . f} M 4 q* dgz
dividendo per (—2b% ; si ha: E;—- T (0% + do)?
- . = o s 4 az d"; f}
da cui si ricava: fy° — (0% L d,0)° do® (1)
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B
ed analogamente h* = (b2 + d,2)?

d,® (II).

Facciamo alcune applicazioni di queste formule.
Suppongo che la tangente sia parallela all’asse maggiore ;
allora essa passera per uno dei vertici dell’ellisse in cor-
rispondenza dell’asse minore; si ha quindi che d, = d, =
—b t, =t,=c. Vediamo se cid ¢ verificato dalle formule
e supposto ad esempio che dy =d,=0b dovranno avere i
valori di ; =1, = ¢. Infatti sostituendo nella I': si hat:
fg‘a e —4 . 0° - b” b? cioe J.la_::E — : E-__bi
(b% + b*)* 4557
=g®* —b*=c* da cul t5= 1 c. Il doppio segno lo inten-
diamo cosi: preso il centro O dell’ellisse come origine
nel contare le distanze ¢, si assuma ad esempio per pOSi-
tivo il senso che dal centro dell’ellisse porta a destra di
€SS0 ; per negativo 1l senso contrario.

b* ossia 15—

o Aeent
(b + b2)2
—b® cjog hP=a*—b*=ec? f—=Z=E¢ Ccioe valore reci-
proco del primo ¢ . d . d.

Supponiamo adesso che la tangente sia perpendicolare
all’asse maggiore, cioé passera per uno dei suoj estremi ;
SI € visto allora che ti; =t =0 e dy—=a—¢ d,=a—+ cC;
oppure diy=a-c¢ dy=a—c se la tangente riesce tale
all’ellisse nei vertici A’, a sinistra del centro.

Allora applicando nella I il valore t,—'0; si ricava:

= P 0 e dividend dy? si rid
(0 ¥ a2 che dividendo per d;? si riduce 1=

Analogamente operando sulla II si ha : #2

239
“szii} 7o da cui (b%+4dy?)* =4ad, Sviluppando la
parentisi; si ha: bf 4 ¢,4 4 2b? d,®> = 4a*dy? ed ordinando
12 desESithal d,* +2d° (b* —2a%) 4+ b* = $. Osservo che
22:ﬂ2-c2 gd allora nella espressione b* —2a?; si ha
=GPl e D el i — (a* 4+ ¢%); sostituendo




26 SEZIONI CONICHE

r Y " c 9 \
nella biquadratica, dy* —2d,? (a* +¢*) (a* —c?)?, Fa-
cendo la posizione dy®> =z sostituendo si ha:

22— 27 (a¥+c2) -+ (a>—c?)* da cui si ricava |

| 2@+t V(@ T P W — 4P (P — )
' > ' >
2 (a® + ¢2) + V 162 a*c?

0Ssia z- - > ossia z=a% 4 ¢? + 4ac

ossia zy={(a—+c¢)? e zo=(a—c)* e poiche dy? =2 noi 1
| avremo due valori per dy = ‘- V 2z cioé ponendo z = z si
avrebbe: do= t(a-+c¢c) € per z=2; dy= T (a—0)
cioé si hanno adesso 4 valori per d,. Osserviamo che per |
| il secondo valore d, = -+ (a—c¢) se pigliamo il negativo

d,—=—(a—c¢)=c—a esso non puo avere valore perche
c<a e .c—a< 0.

Se sviluppiamo le II ponendovi # .= 0 avremmo

di= +t(a—c) di= =+ (a-rc) cioe le radici d; e d, Sond
simmetriche, come gia si sapeva.

-2

Teorema sulla normale alla tangente dell’ellisse,

La normale alla tangente dell’eliisse & bisettrice dell’an-
oolo formato dai raggi vettori uscenti dal punto di tangenza.

Infatti essendo TPS =90° ed UPS =90" ed essendo
T PFE = lI'P:E"  perche
tali formati della tan-
gente coi raggi vettori,
sara MTRPS— TPF =
— UPS — UPF’ cioe
ERS'= F/PS ¢ dd:

Se la tangente € pa-
rallela all’asse maggio- Ig. 10.
re, gli angoli restano
sempre eguali e la normale assume il valore di b; siha 12
proprieta a® = b? 4 ¢2. Se la tangente & normale a11’ass’

- :'I_ i \I;'-'::. -
e
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{ raggi vettori e la normale alla tangente coin-

maygiore, AT,
sidono e l’angolo fra essi si riduce a zero.

I3 pmprietﬁ della normale ci facilita il problema di con-
durre una tangente all’ellisse da un suo punto. Infatti se
p & il punto dato, si unira con i fuochi e si biseca I'an-
golo dei raggi vettori, mediante la PS.

Si conduce quindi per P la normale PT, che sara la

tangente voluta.

Teorema. — Da un punto esterno alla curva, conside-
rando le tangenti a questa e le congiungenti il punto
con i fuochi, gli angoli da tali segmenti compresi, sono

egualt.

Sia O un punto esterno alla curva da cui partono le due

tangenti a questa OU ed OS, nei punti M ed N. Con-
glungo questi con i fuochi, dai quali considero le normali
alle tangenti e prolungo di segmenti eguali a quelli com-
presi fra i fuochi ed i loro piedi sulla tangente. Si hanno
L punti T e V che sappiamo sui cerchi direttori rispetti-
vamente di fuochi F/ ed F. Allora I'angolo TOM eguale
ad MOF; FFON=NOV perche il punto O dista egual-
tiente da I'ed F, da F/ ¢ V, Inoltre il triangolo S0V Fi=
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OF/T perche F/T =2a FV =2a essendo T e V sui cerchi
direttori, poi si & detto OT =0F OV =O0F"; ed allora
avendo i lati eguali, saranno pure tali gli angoli: cioe
i’angolo TOF’ eguale all’angolo VOF. Ma osserviamo che
TOF' = TOF -+ FOF’ e VOF = VOF’ + FOF’ ciog essendo
eguali i primi membri lo saranno 1 secondi; cio€ TOF -
+ FOF' = FOF’ 4+ VOF’ ossia riducendo TOF = VOF/.
Ma TOF =2MOF e VOF' =2NOF’ quindi 2MOF = 2NOF
cioe MOF = NOF'.; cioé sono eguali gli angoli formati
dalle tangenti e dalle congiungenti i fuochi di un punto
esterno alla curva.

Proprieta sui raggl vettort.

Si abbia un punto P sulla curva da cui abbasso la nor-
male al grand’asse, che chiamo y; siano r ed r; i raggi
vettori del punto P; sia

© [ la congiungente il pun-

to P col centro O della
curva; chiamo x la di-
stanza fra il piede della
/{[ F O X oI Af y ed il centro O. Per il
I'. di Pitagora nel trian-
00lo PRF si ha y?=r*—
(¢ +x)* e poiché PRF’
€ pure un triangolo rettangolo; si ha y? =1r? — (¢ — x)>
Eguagliando le due equazioni e sviluppando i quadrati;:

Fig. 20.

si a3 r¥- =4 —-2Ccx =¥ —ict—2%-L20% Jed
ordinando a riducendo: r*? — r1?= — 4¢ x. E tenendo pre-
sente che r—+ry=2a da cui ry=2a—r e sostitue do
nella relazione precedente : r® — (2a — r)* = — 4¢ x da cui,
sviluppando r?—4a* —r?t+4aqr=—4cx ossia dar=

C X

= —4¢x 1+ 4a* edividendo per 4a r=a

.ﬂi
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; : . e
Sostituendo 10 rn=2a—r si ha r= 2‘51—('1*-—)

c X
ossia: ry=a T ~
Cioé i raggi vettort di un punto qualunque dell’ellisse
sono eguali al semi asse maggiore pii o meno la quarta
proporzionale fra la s_el'mi eccentricita, il semi asse mag-
giore e la distanza fra il centro della curva e il piede della
normale al grand’asse abbassaia dal punto in esame.

Dalle formule date si osserva che r si rende eguale ad
C X : o e
r; quando o va a zero; Intanto ci0 € solo possibile

quando x =0 perche ¢ + 0 ed a ¥ 0. L’essere ¥ =0 vuol
dire che la normale dal punto P cade nel centro della el-
lisse, cioe la normale € il semi asse minore, cioé P & un
estremo di esso; ed allora sappiamo che i raggi vettori

sono eguali fra loro ed eguali ad @, come infatti risulta

€ X

dalle relazioni date ponendo in entrambi — =0

Teorema. — Equazione degli assi dell’ellisse.

Siccome si sa che in un triangolo qualunque il quadrato
di un lato & eguale alla somma dei quadrati degli altri due,
diminuita od aumentata del doppio prodotto di uno di essi

Per la proiezione su
di esso del terzo lato,
€ Ci0 a seconda che
I"angolo opposto al
Primo lato & ottuso o
aCuto ; cosi dalla con-
Siderazione de] trian-
Solo FPR, detto f il
Segmento OP: si ha -

r* = % < . .
¢*+f*+2¢x da cui == p? 02— 2cx,

_______
''''''''''''
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Inoltre dalla figura si ricava x?=f*—9? ove sostituen-
dovi il valore di f? si ricava: x*=r*—c? —2¢ x — V2.

Cio
Tenendo presente dal teorema precedente che x = a - et

Q

, : ey i & 5Nl s { |
sostituendo si ha: x*=|a H o c*—2¢ x — 9% ossia

02 2
sviluppando x* = a® + o 20 % -—c—2¢ex—9y2 e ni-
o ptn O 2 2 : y

ducendo x* = a* -5~ —¢*—y*. Rendendo intera I'equa-

zione: a*x*=a'-+c?*x*—a%c®*—a*y? ed ordinando:
x2(a*—c?)+a*y*=a*(a*— c¢?); conoscendo che a%—
—¢*="0b%; si ha b*x* -1 g*y*=@*b* che & 1’equazione
detta degli assi dall’ellisse,

Come si osserva 1 valori di x ed y, cioée della oscissa
ed ordinata di un punto qualunque P entrano al quadrato,
[La curva risulta riferibile ai due assi coordinati uscent!
da O, centro della curva ed origine degli assi stessi.

Teorema. — Se da un punfo qualunque della podarit,
st abbassa la normale al grande asse dell’ellisse, il seg-
mento normale sta al segmento di essa normale ¢om:
preso P della curva, in un rapporto costante.

Dalla figura si ha h*=
= q*— x> e poich®
a2 92 + bt x? = a® b?, di
videndo per a?; si ha
L 9 E 2 — bﬁl :
e | =4 -~ 2 Vel =
ed isolando jﬂ si ricavé:
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b2 — b*x*
- : f:_——— ok ossia riducendo
ottiene : 12 a2 — 2
a2 b? — ,!f_,rj b2 (a2 — x2)

72 . a ) hE b (a2 — x?) v E

B = *—x*  E(@—x) @
ed estraendo la radice quadrata ed assumendo per essa il
segno pilt; si ha —?E- = considerando la reciproca: si

h a

ha - -y— = —b—.

Cioé preso un punto P qualunque, e considerando la sua
ordinata y e il segmento h compresa fra tale ordinata e
I’incontro del suo prolungamento colla podaria, facendo in

seguito il rapporto fra i ed y, notiamo che esso & costante

a < .
ed eguale ad > Tale rapporto pud assumere il valore I

ot ] h : T
cioe — =1 ?-:1 0ssia a=0b h=1y e cio & vero quando
I"ellisse si riduce con la eccentricitd eguale a Zero, cioe
diventa un cerchio ed il punto P & uno dei verijci degli assi.
a el .

RBen 5 =0 cioe 3_’_:{] ¢ tale quando y=o0 ciog il
punto P cade negli estremi 4 ed 4’ del grande asse.
Quando P & uno dei vertici B o B’ allora y==>0 ed Hh

. . : h AN
deve essere a infatti sostituendo 5 = S ci0€e hb=agb da

G —lg cldid.

Teorema. — ] ’sreq dell’ellisse ¢ data dal prodotto del

rapporto w per il prodotto dei duye semi assi della curva.
Infatti si SUPponga scomporre I’asse maggiore in un nu-
Mero grandissimo dj parti tutte eguali fra loro, e

?nghezza unitaria di tali segmenti. Daj punti di divisione
S 1 1 - Ll -
L 1nalzino delle perpendicolari. Si otterranno cosi dei tra-

sia m la
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pezi; e sia s la superficie dei trapezi compresi nell’ellisse

ed S quelli compresi
nella podaria. Osger-
vando che i trapezi di
aréa s ed S hanno la
stessa altezza m, sta-
ranno fra loro come la
semi somma delle basi
ora intendendo per se-
mi somma i segmenti
i ed y, tanto pitt veri
al valore che rappre-

Fig. 23. sentano quanto pitt pic-
cola e la dimensione del
; o h
segmento m, Si avra i Ma dal T. precedentemente
: . o a : S a
dimostrato sappiamo che — = — quindi — = —

V b S b
Considerando tutti gli infiniti trapezi inscritti sia nella
ellisse che nella podaria; per avere la superficie della
curva e della podaria dovremmo sommare tutte le espres-

S

sioni simili alla > 1 quali danno perd sempre 0
S s I b A
stesso rapporto; cioe St Oy S5 oy S o
‘S + S.i S‘E _1- ------ .'1-- S" b

Ma il numeratore ci da la meta dell’area della podarid

ed il denominatore la meta dell’area dell’ellisse. che chi&
miamo A; quindi essendo

T a® A
S+Si+"-"+Sn: ;&d3+51+52+ ..... ‘%‘Sn:ﬂé‘

sostituendo e sviluppando: si ha

™ a® A 7 : y
e (Y VAT e a
2 2 ol

; b
da cul moltiplicando per %; si ottiene 1’area della ellissé?
A=l b e vdde
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IPERBOLE

Se 1a superficie conica si sega con un piano parallelo
alla sezione principale, l'incontro di tale piano con la su-
perficie conica ci da due curve che formano la iperbole.

Teorema. — La differenza fra le congiungenti un punto

qualunque della curva con due punti fissi di questa é
costante.

Infatti siano OA od OA4’ le sezioni fatte sul cono con
un piano normale a quello che ci ha dato la curva; O ¢
il vertice del cono a due falde; si congiungano i punti A
ed A’/ e nel piano 44’0 si considerino due cerchi s ed S
che risultino tangenti alla A4’, OA ed OA’ nei punti F,]
e 3: e nei punti F’, 2 e 4. Si dia una rotazione ai cerchi

Fig. 24.
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suddetti, s1 che questi diventino sfere tangentj sempre ad
A ed A" ed abbiano le circonferenze 1-2, 2.4 luoghi dj
tutti i punti come 1-2-3 e 4, cioe le due circonferenze
sono i luoghi di tangenza di tutte le generatrici del cono
con le due sfere suddette. Adesso scelto un punto esterno
M, sulla curva, lo congiungo con F ed F’ e con il centro
O; e la MO prolungata risulta tangente alle dye sfere s
ed S nel punti P ed R. Osservo che M essendo esterno
alla sfera S, sara MF = MR ed essendo esterno alla s,
sara MF' — MP; sottraendo membro a membro queste due
relazioni; si ha MF — MF' = MR — MP = PR. Ma SI noti
che la 12, la 34, la PR sono tangenti alle due sfere
uscenti dello stesso punto O e quindi eguali, fra loro

non solo ma costituiscono quantita costanti; quindi MF —
— MF’ = costante ¢ .d .d.

Vediamo adesso il valore della costante.

Dalla figurasiha: 12414 = 42 — AF poi 34 444" =
— 34" = A’F. Dalla figura inoltre risulta FA A2
-+ AF’=FF’ analogamente F’ A’ 3A"=F'A" 4 A'F = FF/
Quindi dalle uguaglianze ora trovate possiamo trascri-
vere 12+ 14 4 AF =34 444’ -+ A’F' ¢ poiche AF = Al
44" = A’F’ perché tangenti alla medesima sfera e uscenti
dallo stesso punto; e per essere ancora 12 = 34: si ha
12 +24F =34 4+ A’F' cioe riducendo AF = A’F’ cioe i
punti F ed F’ distano egualmente dai punti 4 ed A’ In-
tanto si € detto che FF/ =FA 4 44/ + A'F e per essere
AR = A FCsis haVFE — 2R AL A% Intanto si disse coime
pure 121 AF 14 =FF/ e poiche 14— AF sj ottiehe
12 +24F = FF’. Eguagliando allora le relazioni che danno

FF'siha 2.FA + AA’=12 - 2F4 e riducendo A4’ — 12.
Ma la precedente parte del T. dice che 12— 34 — PR —

— MF — MF’ e quindi MF — MF/ — AA" cioé la costante
cercata & A4’ c¢.d.d.

I punti 4 ed A’ pigliano nome di vertici della iperbole,
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e la retta 44" quello di asse traverso, indicandolo con 2a.
Chiamansi fuochi della iperbole i punti F ed F' ed eccen-
sricita la distanza FF’/, essa & misurata da 2c. In questa
curva Si ha ¢ > d mentre nella ellisse ¢ > ¢. Sono ragg;
settori i segmenti come ME ed ME”,

Costruzione della iperbole.

Costruire la iperbole data la distanza focale od eccentri-
cita e la distanza 2a. Fissala la eccentricita la si divida

Rig. 2k,

in due in O e da parte opposta si segnino i punti 4 e A7
tali che 04 =04"=a. Preso un punto R al di 1a di F
con raggio RA’ e centro in F/ si descriva un arco di cer-
chio. Preso AR e con centro in F si descriva un altro arco
che incontra il primo in due punti 1 ¢ 2 che appartengono
alla curva, perche 1F/= A4’R {F=A4R e quindi 1F/ —
— IF = A’'R— AR/, cioé i raggi vettori 1F’ ed 1F sottratti
fra loro danno 44/, la’ costante richiesta. Allora infiniti




36 SEZIONI CONICHE

~altri punti al di la di F danno una doppia infinita di punti

per il ramo sinistro della iperbole; analogamente si potra
operare a destra di F’. Per0 osserviamo che si hanng
punti della curva solo quando la distanza dei centri &
maggiore della differenza dei raggi, oppure € minore della
somma dei raggi. Infatti: per la prima asserzione, la di-
stanza focale 2¢ € maggiore della differenza dei raggi 24
e cio nella iperbole & vero; per la seconda osservazione
osserviamo che A’'R = AA" + AF + FR ed AR = AF 4 FR
e sommando le due eguaglianze AR + A’'R= A4’ + 24F 4
+2FR=(AA" 4+ 2AF) 4+ 2FR=FF'+4-2FR cio¢ AR
AR RHE, e «diid.

OSSERVAZIONE. — Se 1 punti come R sono i fuochi,
questi non danno altri punti di intersezione che i vertici
della curva; ed 1 punti come R scelti fra i fuochi non
danno punti di intersezione per 1'iperbole.

La curva puo anche tracciarsi con movimento continuo,

Infatti si scelga un filo che sia maggiore di 44’ e si
fissi in F e si prolunghi di una quantita tale che si abbia
MF, quindi si prolunghi di un’altra quantita MFE’ tale pero
che MF— MF'= AA’. Fatto cio si fissa 1’altro estremo
libero del filo in F” e tenendo disteso il filo si ponga a
contatto con una punta di matita, la quale muovendosi in
modo che il filo risulti sempre teso, possa lasciare traccia
sulla carta del suo cammino. Ripetendo 1'operazione a de-

stra di F e di F', sopra e sotto la retta FF' avremo Sse-
gnato tutta la curva, *

Teorema. — L'iperbole ha due assi di simmetria ed un
centro di simmetria, intersezione degli assi.

Si abbiano i punti MNPQ quali intersezioni di archi di
centri F ed F’ e raggi F’M, F’N, FP, FQ: MF, FN, F'P
F’Q. Allora i punti MNPQ essendo punti ciascuno appars

7 ":. i "I?'n"l."Lu.' " Lk
e e

i 'e‘:-."i-:‘:"‘ll. o

AN




SEZIONI CONICHE 37/

tenente a dué cerchi, la congiungente essi cerchi risultera
ne ; 5 ltera
¢ .oolare ai punti medi delle corde MN e PQ in C

endl . :
Ee;‘:pf [ triangoli FPQ ed F’MN sono eguali perché hanno

le due coppie€ di lati F’M, F’N; FP, FQ tutti eguali fra loro
perché si € scelto FP=F'M. Inoltre MN = P(Q perche

corde di archi eguali, e quindi CC’ & un asse di sim-

meftria.
[ punti PMNQ che si trovano sulle corde normali ad

447, si potranno unire fra loro con delle congiungenti MP,
NQ e la figura MNPQ risultante ¢ un rettangolo, perche
la normalita delle corde MN e PQ rispetto la A4’ ha 1’e-
guale distanza dei punti MNPQ ai piedi delle suddette nor-
mali, danno per le MP ed NQ delle rette parallele fra loro,
parallela alla 44’ ¢ normali alle corde MN e PQ.

ol ribalti allora- il rettangolo attc:rno alla BB’ passante
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per O punto medio di A4A" a cui € anche normale. Sari
quindi OC = OC’ perche FC =F'C ed allora nel ribalta-
mento C cadra su C'; CN su C'Q perche in C ed in ¢’
si hanno due rette; inoltre nei triangoli- MCO ed OC'P
essendo OC=0C" C’P=CM e gli angoli in C e ¢’
eguali perche retti, sara OM = OP e I’angolo MOC eguale
all’angolo POC” ed allora nel ribaltamento la OM piglier
la direzione OP, ed M cade in P. Ancora si ha che nei
triangolt MBO e PBO, avendo OM = OP ’angolo OBM
eguale OBP perche retti essendo BB’ normale ad AA' alla
quale e parallela la MP; avendo OB in comune, sar

MB = BP; ¢ nel ribaltamento M cade in P, come gia si
era visto prscedentemente.

Cio ancora ci dice che i punti M e P distano egual-
mente da AA" come pure dal punto B e conseguentemente
da B’; cioe la retta BB’ & un nuovo asse di simmetria
| della curva. Il rettangolo MNPQ, ha NP ed MQ per dia-
1 gonali tagliantisi in O; inoltre A4’ ¢ BB’ abbiamo detto
sono assi di simmetria e rette che dividono per meta i
rettangolo in esame, quindi avranno un centro, che &1
punto O. Allora in O concorrono sia le diagonali che I
rette A4°, BB’, quindi O & un centro di simmetria.

Oppure pud ancora dirsi: sul parallelogrammo FPE'N
le diagonali devonsi tagliare per metd; una diagonale e 1
A4’ il cui punto medio & O; I’altra & PN, che sega
AA’ in O; quindi anche O & un punto di simmetria.

L’asse BB’ si chiama asse non trasverso.

OSSERVAZIONE. — Se col centro in 4 e raggio Egml”

¢ si sega questo asse non trasverso,-si avranno due F'“'“tj‘

T ed U; la distanza TU la indichiamo con 2b; sara &%

i ) OT = OU =b. E poiche¢ 04 = a ed il triangolo TOA *©
q rettangolo in O; si pud scrivere ¢2? = a? + b?.

| Se si osservag nell_’e_;ui%se si aveva ngbg_‘_ci e dall%
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iperbole si ricava
g2 = c?— b*;

cioe le due relazioni *
cambiano Pper il valore
dell’asse no1 trasverso,
cioe da +b° a — b*.

Questa relazione puo ;
esserci d’ausilio per tro-
vare le proprietd della
iperbole giﬂvandﬂci di
quelle dell’ellisse.

Notiamo intanto che
se 2a=2Db |'iperbole si
chiama equilatera € la
sua relazione si riduce a ¢?=2a?.

Teorema. — La differenza fra le distanze di un punto
dentro la curva at fuochi e maggiore dell’asse trasverso :

se Il punto € esterno alla curva quella differenza e mi-
nore dell’asse trasverso.

Infatti sia P il punto che congiungo con F ed F/, e sego
con la PF la curva in M. Dalla figura si
— PM -+ MF e sottraendo
PRI s lottienes s BE — a
— PF'=PM -+ MF—PF’. ¥

Al secondo membro ag- .
giungendo e sottraendo ) /"

MF’; si ricava: PF — F,y % ,{*\ =
|

ricava PF =

— PF/=PM + MF —
— PF' 4+~ MF — MF’ e
poiche MF — MF' = 2a Fig. 28
sostituendo PF — PF' =

= P - ME=—PF/--2aNcloe . PE— PR/ ="opn oo q  j
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Per la seconda proprietd. Sia R il punto esterno, che
unisco con i fuochi; allora ne] triangolo FMR si ha FR <
< FM + MR e sottraeado F'R: si ha FR — F'R < FM +-
+ MR —F'R. Ma st ha RF' == RM 4 MF’/ e sostituendo
FR—F'R < FM + MR — RM — MF’ c¢io¢ FR-—FR<
< FM — MF’ ma FM — MF/ =2a quindi FR — F'R < 24.

lT'eorema della tangente,

La tangente in un punto della curva fa angoli eguali con
1 raggi vettori che escono dal punto di tangenza.
Sia TR una corda che taglhi la curva in T ed S; e da

I'ig. 29,

F’ si conduca la normale alla corda in Q; si prenda su}
suo prolungamento QF/ = QM ; si unisca M con F‘e-m
prolunghi fino ad incontrare la TS in S. Il punto § € 10
erno alla corda, perche FS = MS -+ FM e per la dimostras
zione precedente si pud ricavare FS — F/S = 2a. |

Osserviamo allora che SQOM ed SOF/ sono triﬁ}?gﬂll
eguali perche SQ € in comune, gli angoli in Q refti pef
costruzione, e F'Q = QM pure per costruzione, allora
I’angolo FSQ eguale all’angolo F’/SQ.
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Se adesso la corda TS gira attorno a T restando sempre
invariate le relazioni suddette, si arrivera ad ottenere che
la corda TS diventa la tangente in T alla curva e restera
sempre l’angolo FSQ eguale F/'SQ che saranno divenuti

FilRye: HATR ¢ diad-

Luoghi geometricit della iperbole.

Sia MN la tangente t all’iperbole ed MF’ la normale

q

1%
!

Fig. 30.

alla ¢: si sache TF/ =2MF- Per la similitudine dei trian-
goli F/TF ed F/MO essendo O il centro della FF’ si ha:
TF : OM = FF' : OF/. Ma FF'=2¢ OF =¢ TF—QF —
— QT = QF — QF’ ossia TF =2a e sostituendo nel rap-
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porto: 2a: OM=2c:c¢ da cui OM —= %;TL — g, Quindi
tutti i piedi delle normali alle tangenti condotte dai fuochi
stanno sulla circonferenza descritta dal centro dell’iperbole
ed avente a per raggio. Tale cerchio chiamasi podaria.

Inoltre siccome FT = 2a, diremo che tutti i punti di 1n-
contro delle congiungenti un fuoco con un punto di con-
tatto di una tangente con la normale condotta dall’altro
fuoco alla tangente stessa; stanno su una circonferenza de-
scritta da un fuoco con raggio 2a, e chiamasi cerchio di-
rettore. Di cerchi direttori ne abbiamo due, con centri 1
fuochi. La proprieta della podaria e del cerchio direttore
ci aiutano nella ricerca della tangente alla iperbole.

Infatti sia Q il punto dato per cui deve passare la tan-
gente. Unisco Q con i fuochi e costruisco il cerchio di-
rettore di centro F che sega QF in T; unisco T con F' ¢
sego a meta la TF/ in M; unisco M con Q e la MQ ¢ la
tangente voluta; cio per le proprieta dette innanzi. Op-
lpure quando si considera la TF’/ si sega con la podaria i
M; congiunto M con Q) si ha la tangente richiesta.

Suppongasi il punto M esterno; e sia sulla podaria; al-

ora per tracciare la tangente unisco M con F’; la normale
in M alla MF” sara la tangente voluta.

Se il punto & sul cerchio direttore del fuoco F e sia T,
unisco T con F’ e divido per meta in M; si consideri 1
normale a TF” in M e questa sard la tangente.

CONSIDERAZIONE. — Se la tangente lo & ai vertici, allofd
essa & normale ad 44’. Se dal fuoco F/ conduciamo l2
tangente alla podaria, questa retta sara pure tangente al
cerchio direttore di centro F; ed allora la MN passera pef
O e la FQ sara parallela alla MN, ed il punto di contattO
sara all’infinito; cio¢ la MN & tangente alla curva qll’in-
finito e similmente se ne avra un’altra simmetrica all
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prima : tali due tangenti si chiamano asinfoti. Queste tan-
genti sono accessorie alla costruzione della curva perche

ne determinano l’andamento.

Teorema. — Il prodotto delle distanze che una tangente
ha dai fuochi é eguale ad una costante.

Siano d; e ds le due distanze focali alla tangente MN;

g, 3T

il trapezio TF'ZF. Dalla figura si ricava :

e S1 costruisca
TS? — TF2 — FS? ciog (th+ 1) =4a*>—(d, —dy)>
Dlaltro cantol TZ = TC€ + CZ = CF” - CF =24 e poiche
ﬁﬂ = ﬁ’z et E}TZ"? : sostituendo : (t; + t ) — 4% — (dy + d%).
Eguagliando allora le due espressioni di (f; + £,)%; si ri-
cava : 4a® — (dy— d1)?=4¢*—(d1 + d3)* ossia riducendo
40> — 402 — — 4dydy ossia ¢ —a®=didy. Ma nell’iper-
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bole a?=c¢2—b? da cui c¢2—a?=0>b% e sostituendo
b=l s svedrad.

Si ha inoltre che il valore del prodotto delle distanze e
eguale a b®.

Come si & fatto per l'ellisse, possiamo dare delle rela-
zioni che legano fra loro le distanze focali di una tangente,
cei segmenti in cui quella & divisa dalle normali a lei di-
rette dai fuochi.

Quindi dati t; e f, oppure d; e dy possiamo delle 4 gran-
dezze tytydqdy trovare le due rimanenti.

Applichiamo la medesima relazione data per 1'ellisse,

che in modo analogo al precedente, puo del resto trovarsi
per l'iperbole, ed abbiamo

o 4 HE dnd 3 i 9 4 II'.I?" dg_:i

r

= % e =
(b A S SR(pE iR

pero bisogna tener presente che qui si ha a® = ¢* — b®; Ci0€

b* € negativo ; ed allora sostituendo per 1’iperbole riterremo:

24,4 2 4.4 .
fig — —ﬁ—i—a---q’” d‘i% F _4{1 _dﬁ}r..h — (y*
(= -2 (dy2 — b?)?

Facciamo qualche applicazione.

Se t; =0 sara cioé la tangente tale in un vertice Pef
es. A" ed anche ty=o0 allora dy—c—a & dg=¢T&
vediamo se cio lo conferma la formula. Facendo la sosti-
tuzione di f;, =o0 la prima da:

_ 4avd, 4 q%d,*
b= - ; d,®* ossia dﬁ:(dig__éa'}i

(d® —b?)*

cioe dividendo per c¢,? e sviluppando; si ha (d? — V%)=
— 44, dy* ossia:

di' + b*—2b2d2 =0 cioe dit — 242 (b% - 2a%) v pt =1
e poich® ¢2= g2 + b? da cui b2 — 2 — g2 sostituendo nella
parentisi si avrebbe b2 4+ 242 — 02— - 20t = c? + Ik
e bf=(c*—a2)?; sostituendo nella biquadratica @'~
—2d1*(e?+ a?) + (c* —a2) — o,
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Ponendo di* =2z si ha2?—22(c?+ a?) + (2 —a2)2=0

: 2 (EE _J_ &2) i \f’ 4 {CE _l_ a?)'& —4 (CE = aﬂ)'z
da cui Z = - > —

. / 0
2.(c%+ a?) =V 16 a2 c2 _
il )2—\ 0ssia zy=(c*+a?)+ 2ac
2, = (c*+a*)—2ac ossia zg=(a+4¢)* e z,— (c—a)2

Ricordando che di2=2% si ha d, = + \/ Zp =" \-/ Zg

ossia dy =+ (@ + ¢) di'* = 3 (¢ —a). Se avessimo posto
ty = 0 avremmo ftrovato per d,? i valori simmetrici di d,.
Quindi anche le formule ci danno i risultati ottenuti per

altre considerazioni.

Teorema della normale.

Gli angoli che la normale alla tangente forma con un
raggio vettore ed il prolungamento dell’altro sono eguali.

Sia t la tangente in P; unisco P con i fuochi e conduco
Per tal punto la normale alla tangente che incontra la AA’
in N. Glj angoli SPN e TPN sono eguali perché retti;
inoltre gli angoli TPQ ed FPS eguali perché opposti al
vertice, e siccome FPS = SPF’/ perché angoli formati dalla
tangente con i raggi vettori, sara TPQ = SPF’. Allora dagli
angoli retti sottraendo questi due ultimi angoli eguali, resta

F'PN = NPQ. ¢ .d.d.
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LDYAR & T O A
Teorema. — Se si fa una sezione in un cono retto pa-

S]

rallelamente ad un lato di questo e normalmente al piano
passante per il lato e 1’asse del solido si ha una curva,
la quale gode della proprieta che un sSuo qualunque
punto dista egualmente da un punto fisso nel piano della

curva e da una retta esterna alla curva e normale al
SO asse.

[nfatti: Sia VTU il cono ed MNA  la sezione fatta come
disse. Si inscriva nel cono una sfera la quale avra per
suo luogo di tangenza col
cono una circonferenza
BCD e sara tangente in
F alla sezione. Un punto
M qualunque della curva,
esterno alla sfera € ca-
pace di far condurre due
segmenti MF ed MV tan-
genti alla sfera in F e
C: ciog MFE = MC.
Unito 4 con C fino in
B e considerato BD dia-
metro della circonferenzad
luogo di tangenza della
sfera col cono; AB e DB
determinano un piano

normale a quello della sezione; i due piani hanno RS P!
traccia. Se da M conduco MS parallela al lato TV del cono;
poicheé MS gira sul piano MVT incontrera la AB; e poiche
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la AB giace nel piano ABD incontrera la RS; quindi S &
determinato.
[ triangoli dello stesso piano, VBC e CSM sono simili:
cioe VB: VC=MS: MC ma V & esterno alla sfera, M lo
€ pure, quindi si sa che MF = MC e BV = VC sara allora
MS = MC = MF cioé M dista lo stesso da F e da S. c.d.d.
[noltre si osservi che il triangolo VBD & isoscile avendo
VB = VD, tangenti comuni alla stessa sfera da un mede-
simo punto ; e poiche il triangolo ARD ¢& simile al predetto ;
sara pure AR = AD. Ma A4 & esterno alla sfera, e da esso
partono le due tangenti AF ed AD, cioe AF = AD: si ha |
AR = AF; ciot A dista egualmente da F e dal punto R |
incontro fra la AF e la RS normale a questa.
OSSERVAZIONI. — La curva cosi determinata ha nome
parabola, F ¢ il suo fuoco: RF il parametro; la retta RF
¢ 'asse; la retta RS & Ia direttrice; A il vertice; i seg-
menti come MF sono i raggi vettori. Dunque diremo che
0gni punto della parabola dista egualmente dal fuoco e
dalla direttrice. Inoltre si sa che il vertice divide per

meta il parametro.

Costruzione della parabola.

Le proprieta viste danno il modo di individuare la curva
PEr punti.

Infatti gj prenda un punto qualunque oltre il fuoco e
Sig P. Centro in F e raggio AP si descriva un cerchio,
tagliato da MP, normali all’asse in due punti M e T; e
Poiche AV — PF ed A4S normale all’asse, si ha che la MS
H0rmale alla direttrice dista di AP. M intanto dista dalla
direttrice come da F poiche giace sulla circonferenza
di centro F e raggio FM; quindi M & punto della curva.
Intanto per la costruzione il punto T & simmetrico ad M
© gode della stessa proprieta; cio ci fa osservare che la
“Urva & simmetrica rispetto all’asse.
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Ossarviamo che se P € fra V ed Fcome B, centro in

Fig. 34.

F e raggio 4B si ha un
cerchio incontrato dalla
normale all’asse condotta
per B e quindi si hanno
sempre due punti. Se il
punto € F; la normale sa-
rebbe il diametro del cer-
chio di raggio AF. e da
sempre due punti. Se il
punto ¢ V non si ha altro
punto che V (come si do-
veva ottenere) e la tan-
gente 1n V; 1 punti fra V
ed A non danno punti della
parabola, perché ad esem-
pio AZ < ZF e quindi I

cerchio di raggio AZ non incontra la normale all’asse cor-
dotta per Z. Diremo allora che solo danno punti della pa-
rabola i punti scelti da V a destra.

Infiniti punti cosi ottenuti individuano l’andamento della

curva.

La parabola si puo anche costruire praticamente COSL:

Dato il parametro, il suo
punto medio € il vertice.
Per uno degli estremi del
parametro si innalzi la per-
pendicolare e vi si adagi
11 lato corto di una squa-
dra. Si prenda un filo ine-
stensibile che sia lungo 1
volta il parametro. Que-
sto filo si fissi con un
capo con l’estremo della

Kig. 35.
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squadra che tocca la normale al parametro e con I’alfro il
tiyoco. Allora si faccia scorrere la squadra su quella per-
pendicolare e con una punta di matita si obblighi il filo a
restare sempre a contatto col bordo della squadra; la trac-
cia della matita muovendosi la squadra, c¢i da una curva,
la quale si rende simmetrica alla retta parametro, ed in-
dividua la parabola. Cio € vero perche se la matita € in
Q,; si ha OP=PQ + Q0 =2p ed ancora PQ + QF =2p
ed eguagliando PQ + QO = PQ + QF cioe QO = QF; cioe
Q & un punto della parabola.

Teorema. — Se un punto é esterno alla parabola dista
pit del fuoco che dalla direttrice; il contrario se e in-
terno alla curva.

Sia P il punto dato, e conduco PR normale alla diret-

trice. Nel triangolo
PMF ha PF > MF—PM
e poiche MF — MR SO-
stituendo :
PF > MR — PM |cioge
PE = RE. e, d.
Inoltre se il punto &
interno ‘e sia. €; sia
CT normale alla diret-
trice; si ha nel trian-
golo NCF che CF <
< NC + NF e poiche
NF = NT si ha sostituendo CF << NC + NT cioé CF < CT
G ldlvd:: :

Derivazione della parabola dall’ellisse.

Siano F ed F/ i fuochi dell’ellisse e sia FR=2a cioe
I’arco R4 appartiene al cerchio direttore dell’ellisse di
fuoco F’. La RF & normale alla tangente dell’ellisse.
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Se immaginiamo che F' si allontani indefinitamtente, il
cerchio direttore assume un raggio sempre pit grande e
la curva si rende sempre pit vicina alla retta: siccome
inoltre noi facciamo in modO che esSa passa sempre per
A osserviamo che F’ all’infinito ci da un cerchio direttore
che si confonde con la normale alla AF’ nel punto A, ciog
con la direttrice della parabola. Allora il segmento RF
mantenendosi sempre normale alla tangente in § all’ellisse,
poiché la tangente risulta tale (con la considerazione di F
all’infinito), alla ellisse in V si ha che la RF assume la

IFig. 37.

direzione AF restando sempre normale alla tangente in V:
[noltre il punto S essendo medio di RF, diventera il punto
V' medio di AF; ciot V & il vertice della parabola. L&
curva ellisse aumentando la sua eccentricita, diventer®

- sempre piu grande e la curva assume la forma dell’arco

di parabola,

[ntanto la RF/ con F/ all’infinito diventa parallela 31!3 AF
(vedi fig. 42). Ed allora i triangoli RAF ed SVF sono Slm,il:if
cioe si puo scrivere RF : SF = AF: VF. Ma AF — 2VF quin®

AN e
e I‘.* _ el - -{.E:!‘;i:\\.l'_'_fé:’}ilp
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REF — 2SF cioé S che ¢ il piede della perpendicolare alla
tangente condotta da F sta sulla normale in V alla AF;
allora diremo che i piedi delle normali alle tangenti con-
dotte dal fuoco stanno tutti su una retta che e la normale
al parametro nel vertice della parabola.

Intanto per la proprieta dell’ellisse, la tangente fa angoli
eguali con i raggi vettori del punto di contatto; quindi do-
vrebbero essere i raggi MF ed MF’/, ma F’ ¢ all’infinito;

Fig. 38,

“© restando fuse le proprietad dell’ellisse allontanandosi F/,
avremo che la tangente fa sempre angoli eguali col raggia
MF ¢ la parallela all'asse condotta da M (vedi fig. 42),

PROPRIETA. — Consideriamo i triangoli MFS.ed SFU;
€ssi hanno SF in comune, gli angoli in S eguali perche
fetti ; inoltre se si considerano i triangoli eguali MSR ed
MSF si ha I'angolo MRS eguale ad MFS; e poiché l’an-

-EULG_MRS eguale SFU perche alterni interni rispetto allg
-Para.lele RM ed UF e alla trasversale RF, ne viene che
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MFS eguale ad SrU. Allora i due triangoli MSF eq USF
hanno un lato e due angoli eguali e quindi sono eguali ;
cioe UF = MF. Diremo quindi che data una tangente, il
suo punto di contatto con la parabola e quello d’interse-
zione dell’asse distano egualmente dal fuoco.

Teorema sulla sotto tangente.

Hig. 39,

mente dal punto V., c¢.d.d,

La sotiotangente & divisa
per meta dal vertice della
parabola.

Si abbassi la normale
all’asse da M in Z il seg
mento ZR si chiama sof-
tonormale.

Si considerino i trian-
goli simili MZR ed SVR
1 quali danno

MR : RS=RZ RV
e poiche MR =2RS s0-
stituendo si ricava

RZ
SCae
RV

dalcdl " RZ=—2.,RV
ciot R e Z distano egualk

Costruzione della parabola per tangenti.

Dato il parametro, ciod noto il fuoco ed il vertice, St
consideri la normale in A4, che & la direttrice. b
Si prenda su essa normale un punto qualunque R © 4
unisca con F; divido il segmento per meta ed innalzo da
S la normale alla RF che sega la parallela all’asse cou®




SEZIONI CONICHE SE

dotta da R nel punto M
che & il punto di tan- &
genza e la SM ¢ la tan-
gente.

Per il punto simme-
trico, si abbassi la nor-
male da M all’asse in 4
P e si prolunghi di un ’4'
segmento PZ —= MP. Z
e un altro punto della
curva la UZ e la tan-
gente alla curva in Z.
Cosi per altri punti co-
me R presi sulla diret-
trice. La curva sara
tanto piu precisata quanto maggiore € il numero delle
coppie di punti e di tangenti ottenute.

Teorema sulla normale. — La normale ad una tan-

gente fa angoli eguali con il raggio vettore del punto di
contatto e la pa-
rallela all” asse
condotta da ques-
sto punto,

Infatti sia ¢ la
tangente ed MP
la sua normale.
Osserviamo che
gli angoli UMP |
e PMS sono e- |
guali perche ret-
ti, e se da essi
sottragghiamo
Fig. 41, | gli angoli UMF
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e SMZ perché eguali per la proprieta della tangente, resta
I'angolo FMP eguale all’angolo PMZ; ciot la normale pp
alla tangente in M € bisettrice dell’angolo formato dal raggio
vettore e dalla parallela all’asse del punto dj tangenza.

Teorema sulla sottonormale. (Ved;j fig. 38).

La sottonormale ¢ eguale al parametro. Chiamasi sotto-
normale il segmento QT proiezione sull’asse della normale
MT. Osserviamo che i triangoli NAF ed MQT sono eguali,

. perche gli angoli NAF ed
MOT sono retti; NA ed
MQ eguali perché nor-
mali alle parallele NZ ed
AT ; inoltre NF ed MT
sono entrambe normali
alla UM e quindi NF =

- MT. Allora i due trian-
goli NAF ed MQT sono
eguali od AF =QT, Ma
AF & il parametro e QI
¢ la sottonormale, quind!
& vero che esiste 1'egua-
glianza fra il parametro

Fig. 42. della parabola e la sott0

normale., Considerando

inoltre che il punto scelto M & generico, ed il parametro

¢ una quantita costante; potra dirsi che le sottonormal
sono futte eguali al parametro,

PROPRIETA. — La figura NFTM ¢ un paralielugrar?mﬂﬂ
quindi NM = FT ma NM = MF quindi FT = MF; cio®
distanza che il fuoco ha dal punto di contatto M di 'u'ﬂﬂ
tangente & eguale a quella che ha pure dal punto dj (n°

3
i
sz e
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e della normale a quella tangente con 1’asse; ed

tersezion : : ‘
le ultima distanza ¢ eguale a quella che il punto

ancora ta '
M ha dalla direttrice.

Teorema. — Equazione della parabola.

Sja M un punto della curva di coordinata y ed x ri-
cerendosi al vertice. Si sa che il parametro ¢ 2p; si ha

AR = AF + FR "
cioe x:—g 4 FR. [1 rag- .__nh___ /

gio vettore 7Z = AR cioe
i g—, poiche dal

§

triangolo rettangolo MFR

|
f
|
l
1

si ricava y?=2*— FR?® N T _ |
sostituendo : A f'\.

) | p Po I

— =12 — (v ——)~.
Y= ate ) ( >

Svolgendo si ottiene y* =

—2px che e l’equazione l

degli assi della parabola.

Fig. 43.

OSSERrRVAZIONI. — La re-
lazione y?*=2px si puo
porre sotto la forma 2p:y =y : x ossia la distanza di un
punto qualunque della curva dall’asse ¢ media proporzionale
al doppio parametro ed alla distanza del vertice del piede

della perpendicolare condotto dal punto considerato all’asse.
2

La relazione suddetta pud ancora SCriversi 1}; — 20 \CIOE

il rapporto fra il quadrato dell’ ordinata e 1’ascissa di un
punto qualunque della curva & costante ed eguale al pa-
rametro.

La curva & riferita al vertice 4, centro delle ordinate.

T — ] e = ——
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I

{ Si osservi che per x =0 si ha ¥y =o ciog g p, I’orj
I'l=

: ging della curva HH‘UI'igiHE degll assi. Per » — -1_ ) si i

gl 2 1[ I ‘la

i ) I” s SN TOE "
| y*=<Zp.— = p° Cloe y = p cioe il punto cl

Ir c 1€ Si considera
i' ha per ascissa il fuoco e dista da esso e dall’asse de] se
miparametro. 3
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operaie.
1] fattore di campagna.
Grammatica inglese.
Digegno architetlonico
L’architett ra.
English reading book
Aritinetica pratica,
L'arte della ceramiod.
Grammatica spagnuola
I Barbari in Tlalia,
Compendio di apicol:
tura, (Ediz. rifatta).
I1 correttors,
Dizionario gengraleo.
Della versificazione ita:
liana.
Nuovi trovati delld
seienza,
Pequeno manual de 169
tura espanala.
Dizion. dei ginoniml.
Storia dei popoll s0aL’
dipavi.

. Meteorologia,

Storia del randi viag
gintori italiani

. Letteratura itnliand.
La scienza del

puon

Riceardo, di B
Gl‘nmmﬂticﬁ qut?ﬂcﬂ-
(iuseppe Mazainh

e 1280 Q. Garibald!
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130.
131.
132.
133.
134

136.
137,
138.
139.
140,
141.
142.
143.
144.
145,
146.
147,
148,
149,
L50.

151.
152,
153
154,
155
156,

157,
158,
159,
160
161
162
163
64
LG5,
166
167
168
189
170
171,
172,
173

i
175
176,
7

178

[‘.‘91
13[1.

. La patria nei cantl del

poetl ftaliani.
L’arte del vetro.
Arnaldo da FPrecscil.
Architettura clags'oca
Daniele Manin.
@ 135, Partimentl. -

Regole meusicalf.
Consigli praticl.
Dante Alighieri.
Raffaello Sanzio.
Grammatica latina.
Michel. Buonarroti.
La logismog=:ifia.
Vittorio Alfieri.
Racconti morali.
Benyenutlo Cellini,
Prose moderne.
Il picecolo 2lutacco
Leonardo da Vince
Studi sociali.

Il problema della casa.
Centuria di donne il
Instri italiane.

I fiori e Joro linguaggio.
Alessandro Buanzoni

Ebanisteria
Carlo Cattanco
Torino e suoi dinterni.

Esplosivi In uso presso
1"'Eserclto Italiamno,.

Masaniello,

Giovanni da Procida.
Oreficeria.

Francesco Pelrarca

I nostri monti,
Napol! e suoi dintorni
Il carbone bianco.
Geografia astron. ¢ fisi-
I1 mondo antico. [ea.
Ugo Foscolo

Gli Italiani ni Russia.
Le 5 giorn. di Milano.
La guida del coscritto
Roma e suoi dintorni.
I mollusechi.
Cristoforo Colombo.

- Elementi di statistica

Niccold Mach:avelli.

- Storia della Bolonia.

Manuale di vinicoltura.

- Sommario atorico della

Guerra,

- Gl antichi Germani e

le lory invasiond
Fictor Ilugo.
Storia dell’Austria,

18]1. La
Americana.

182.

183.
184.

185.

186.
187.
188.
183,
190.
191,

192
193.
194.

i T

= lf
198,
199
200.

201.
202.
203:

el
. Manvale di
. Lodovico Ariosto.

_ Storia della Dulgaria

letteratura Nerd-

Elem. di Diritto Civile
positivo.

Merceologia.

La guida dell’agricol-
toTe. '

Darwin a
S1Mo0.

La contabilithd agricola.
Storia d'Ungheria.
(3li agrvnomi celebri.
Man. di bachicoltura.
Moto e Forz:
Trattatello di
gla.
I.’elettricith in azione.
Storia d’Irlanda.
Manualetto di pollicol-
tura.
Allevamento del
stiame.
Tarqualto Ta#so.
Effemeridi. Nz,
Anatomia umana.
Contabilita dello Stato.
Trattatello sullea mate-
rie tessili, coloranti.
Storia dalla Chimica.
L’arte del porgere.
Dizionario politico-par
lamentare.

11 Darwini-

termolo-

be-

—,

. Cori celebri.
. @Galvanoplastica.
. Storia

latterat. greca.
e 208. Contrappunto e
Fuga.,
Mare.
Telegrafia,

infe iy

m——

Effemeridi.

. GQuglielmo I, imperato-

re di Germania.

Economia applicata.
L.a vita di Maometto

 Grammatica-Yocabola-

rio della lingua uni-

versale a«a Esperantonr.
Eemeridi. — N. 3.
Giordang DBruno.
Riveluzione francese.
IRlementi di ragioneria.
Stelle cadenti, ecc.

_ Fis.ologia vegetale.
4. Metallurgia.

[ittore Ficramosca.

_ Cronometria moderna.
. Yiticolpura

iaz.onale.

228.
224
230,
23 L
232,

233,

nd
.

L3,

236.
237
238,

239.

420,
241.

242.
243.

2ad.

269.
270.
2FL.

7

i B8

273.

274,

2oL

4. Il

. Storia

Vita di Pietro il Grande
Fabbricaz. del vetro.
Tarsia, ebanist., tornfo.
I.a Calzoleria.

Yade-Mecum aéll’ ita.
liano in CGermania.

Penne metalliche, Aghl.
Spille, ecc.

Storia di un Secolo. —
Fascicolo primo.

Id. Fasc. secondo.
Id. — Fascicolo terzo.
Id. — Faso. quarto.

[, arte del DBastalo e
del Sellaio.

Yade-Mecum  dell’ ita-
liano in Francia.

La vitanell'eth feudale.
L'arte del Magnano.

I flori. — Fascicolo I.
Idem. Fascicolo 1I.

Pequeno manual espa.
nol-ital:ano.

=

. L'arte del tornio.

e 247. L'ebanista.

. I ventagli.

. I1 Piccolo Artista.

. Qramm. portoghesas,

. L'Italie dans la poesie

francaise contemp.
Cooperative di produz.
Trattato di prospettisa.

Maestro della scuo
la obbligatoia.

. Conocia e pellicceria.

e 257. Lia Ceramica.

e 259. DBassi per lo stu-
dio dell’Armonia.

. Societh cooperative di
consumo,
e 262, L'arte del Profu.
miere.
. Indoratura, inurgenta-
tura e metallizz.
. Musaico & tarsia. -— Se.

die, stipettaio, eoo.
a 266. L'oreficeria.

. Ltistruzione Elementa.

Normale.

del Socialismo.
— Parte antica.

Td. Parte moderna

Fibre tessill, stofle.

L.a carta.

Il legno.

Illusioni ottiche.

Leva Militare.

Pequeno livre del leo-
tura Portuguesza,

re o
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278, Guglielms CGladstone. 320. Del Counclars. v
971. Bis k e 66. Storia (e .

- marck. _ 321. Lo spiritismo. nat ella dottrint

278. Eleruenti di fllosofia. 3122, Antichitah romane, 67 o 3 urale,

279. Letteratura latina. 323. Storia orientale. E'-it?t',a Giuochi qj =o-

280. La Repubblica Roma- | 324, Dottrine PPositivi 369. Letto '

na del 1843, n WIH?H‘ - ?LLLHLM& glapponese.
_ 325. La filosofia di A. Scho. | 379. L'Egitt _
281. Bintassi Latina. penhauer. 371, Co : 'E* antico,
282. Storia del Soocialismo 326, Origine lingua italiana - ';";:E:iﬁmzumﬂ I
— IT parte moderna. | 397 Anatomia animale | a0 Lia e ,EIE“H bozze.
e T o ! : ale, T L8 carnl alimentart
428. Btor! - 3
b sl qL:_lzj;‘lﬂtt.ﬁ,rnt. inglese Tr“i I{;eLtmmLura rissa.
329 Stilistica. k., i
284. Letteratura francese. 330, 11 Radio o'la aostit o Mﬂmnmrm descrittiva.
# b 3 i1l - i wdies 3
285. Yade-Mcoum dell” 1ta rione della materia, | 576 M-MI e
Lano in Inghilterra. | 131 T’origine dell’uono ' lﬂdﬂilull. delle equazion!
286. Letteratura Qreca, 332. Stregoneria e Um;u‘.tl, 3i7. La 1;-[1,;1 ; -Eib tmd.ﬂ'
287. Borse di Commer. Ope- | 333, Istituz oni niedioevall 378. M Sl tabier,
raz., tasse di Borsa | a3y Sintasel It 1;._ : :i*u. a'!.ﬂnualﬂ del oiclista.
A : . aliana, 19, ; : ooy
288. Et_.f.ur';a. Nat. - I Rettili*] 335 Le dottrine filosofiche I}fiiﬁi&rﬂdﬂa{rﬂﬁ;:
289. Pirotecnica del dilet di Ilerbert Spencer | 380. Frasario d’affari it
tanti, 336. Topo-cron. dantesca, liano-inglese.
200. La regina Vittoria di | 337. Storia e sviluppo delle | *°!: Y& teoria atomica
[nghilterra. Colon.e del Fenici, 482, Fﬂ!‘mu‘l-;r ‘di ".T'n:ca
291. Giuseppe Verds. 338. T1 gioco degli scacchi. hmré“ﬂm&_%‘r:rtéji.
iﬂﬂ. Il‘lgunufl‘lf:lriﬂ piana 339. Biologia vegelale, 383. Tdem. — Parte II
293. I logaritmi spiegati. 340, Storia del Med.oevo, 364. Guida degll appare®
294. Storia Belle Artl. Parte | *¢1. La fabbric. dello zuc- ¢hi da proiezionl.
1.* L'drchitetiura. oliero di barbabietola, | *°° 11 libro dei giuochl:
295. Idem. — Parte 2.2: La 12, Glacomo Leopardi, ieb. Grammaltica grecad an
Scultura 343. Sociologia Spenceriana. L s, = TALte b
296 e 297, ILdem. — Parte 4. Compendio di Psicolo- 57. 11 dilettante eleutri®
3.» La Piitura. gia senz'anima. 83, La scherma di foretto:
298. Idem. — Parte 4.*: La 5. Comuni e Rinascimen. 8 Compendio di dirit?®
Musica. to in' Italia. amminist, jtaliab®
999. I1 cucito nelle scuole | 2*6- Compendio di Storia 190. Storla delle Ferl'ﬂ"'i”'
800. Compend. di Pedagogia 347. Il c:-’_-lr!.‘clm. [Moderna. | *1. La morte EDDRTW_LH'
351, Storia della Stampa. i:g E Miecroscopio. 392. Antropolog.a Eﬁmmﬁa-
302. Storia Econ. politica | 350 Trtf::,;ftt:;?: dvitgct?q' e Las&:zlimftr-tadﬁm
303. 11 y e T metrica - (TEe,

: -:Jalarbcm fossile. 'balhnra e classica. 394. Letteratura Frﬂﬂ““
Eﬂ,' Storia della Pedagog. $51. L" evoluzione atorica contemporaned: :
305. La Storfa della Fisica | . . della famiglia. 305. Brevett e Privabi™
306. Pizzi a fusctii. - Fran 352 o 353. L'A, B, O del | 3%6. Lavoro Tenerifi®

g e bordure, eco. ! montatore elettrio. Pizzi di Bruge® a
307. Antologia Mazziniana. Eif .F:'Emmglﬁ Moderna. 197. Glurispr. veterind™ e
308. SL'D[‘i.ﬂ. del Gﬂﬂ]lﬂﬁrﬂiﬂ :;; ;-#HIHI‘E!T..:I- di PILE.Eﬂrm 298 Tlem. di EL(‘I’EQH‘LE”
309. Storia della Filosofia SHGE LRI T T dEco. 399. Storia e Antolog% on

S 357. Ventilazione e Riscal- la Poesia Sud-?
310. Antichitad greche. damento. (I | ﬂﬂm]l'
511 o 312. 1 - ; . (I'arte L.} | 400. Manuale Pper l_. ;

4. 11 possesso s la | 358. L'India antica . mardﬂ

gua tutela. G e : 401. T1 giuoco del DV 3
213 Scienza. delle Finartzs: - uﬁgﬂ%ﬂﬁﬁfhﬂ e la | 402. Stuﬂrig dell’Ameri®
3l4. Compendio di Di . : ! ud. mo:

In’L.+|3rn:L:a11::1'.1.?..11.1:;:]I Il;Ltth’b? ‘;}ﬁ :ﬁlﬂmﬁn“ Qb8 lzcbraly | A0s=linsimaoonine ales
815. Diritto Costituzionale. 353* mﬂﬂn,&hﬂmﬂ* BlGuEno orient
316 : : : . Gramwmatica greca an- | 404. La musica in

. Sociologia Criminale. tica. — Parte T 405. Lo Epilessie

317. Nuovi ed eleganti la- | 363. I1 materiali = . Le Epl €. agﬂuﬂh
vori femmin.li. 364. Stori it 405. Letteraturh eh rile:
118, Diritto ‘Trniernaalonale | aes v, r': della Ragionerra, | 407. Formulario Hﬂi: s
819. Leone XIII. ' Ell&zluna e Riscal- | 408 e 409, Antidoti :
amento. (Parte II.) oorsi d’urgen’®
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inamento (ienerale | 452-453. Dizionarietto delle | 439. «La Divina Commedias
e Dr%ﬁldiziar;ﬂ forme  verb. latine risptista al popolo:
oy} . : : ' | Purgatorio.
fia pcond’'Italia | :54-455. Princ. vocaboli del
:]{; ?::;ﬂ;;m di Diritto Poliglotia INGLESE 500. I secoli della letier.
~_ Romaro, st T 601, 4Ta Divia Gt
{13 Te malattie dﬂilﬂ_ pian {58-459. Id. - SPAGNUOLO. . Jeﬂpﬂsta 2 pﬂnmm:
te coltivate e rimedi. | 460-461. Td. - TEDESCO. Il Paradiso
¢14. Qiuochi diversl. 462. La posta attraverso || ., ;. storia a la teoria
415 e 416. L’erbario. temm:ﬂ Dt dell’ antioa musioa
§17. L’allievo Capomastro. EEI*EI.‘: ﬂ:ﬁ“ ::E: GG:EH' greca.
418. Nosionl di chimica org. | =~ 4 E"'" ' bila 503. I’ « Odisgea » narrata
{19 & 420, Rimedi nuovi o al popolo. Parte I.
B , ‘ i66. La Bociologia. §04. Apparecchi facili a oo
1. Lavori in pagliette e | e 468 7,2 navigazione ae struirsi: 1.* Elettri-
in periine. rea — 1. Aerostati oita.
£22. l‘l*ns'[‘u:.'rn _di tutte le e Dirigibil. §05. I’ « Odissea » narrata
coniugazioni frano. 465. Arees & volumi. al popolo, Parte II.
423. Embriologia dell’ uomo | 47y Raccolte e preparasio- | 506. L'« Eneide » esposta al
e dei vertebrati. ni zoologiche. popolo. — Parte I
424. Istit. di diritto civile. | 471, Metodo per mandslino | 507. I4d. Id. — Parte II.
425. Gﬁrrispﬂndqnza BPA- napoletano. 508. L’Evolus. della vita.
gnuola-italiana. 472. Manualetto per I'emi- | £99. «T,a Gerusalemme libe-
426. T1 soprannaturale. grante in Europa. rata», esposta al po-
427. Qiosué Carducci. 473. Fotografia per tutti. polo. — Parte I.
t79 @ £30. Pratica del Can. 'I'.'E_H- —- II;} 1:&.&?0;:;.&- E11. «I.a Gerusalemmese ]lll.lhﬁ'
to in chiave di Sol Bi; Sijsohie Xol atay RO s b
: : 476. Manualetto per Il allie- polo. — Pa -
::; Ea] trf‘m“a’ﬂ EIEttlrma‘: vo linotipista. §12. Formulario, di chimioa
' amﬂ;‘;;;m?lﬁ egﬁnﬂiﬁa]ﬁ- 477. Vocabolarietto di ter- org. — Parte IT.
433. T1 T : mini filosofici. 513. Btoria e antologia del-
3. 11 meﬂstatgfnw. ISEF’t;“r' 478. Manuale del Bibliote- la letteratura turoa.
o AL oario. §14. L' « Iliade» esposta al
436. La fotngrafila dei colori. | 480-481. Petit résumé d; £16. L’«Iliade» esposta al
437. Monete-Pesi-Misure. syntaxe Frangaise. popolo. — Parte II.
438. Manuale dei verbi del- | 482. Gli Esquimesi. §17. Manuale di chimioa
la lingua italiana. 483. La previsione del tem- analitica qual[tatin
433. La Dotirina del Dirit- po. per use degli stu-
to Naturale. 484. Leone Tolstodl. dentl.
440. Cacoia e Belvaggina, {85-486. T1 dilettants meo- | 618. Btoria e antologia dal-
1. ITmportanti applicazi oanioo. ]a letterat. araba.
- ant icazio. ;
ni dei logaritmi. 487. Fraseol.latina. B19. Tadp-%[iﬂ'lmdﬂidﬂ;ﬁf:ﬁ!
¢42. Formulario di Chimi. | '88. Il Culto religioso. ;‘::-i:?u:i
ca org. — Parte I. | 489. I secoli della lettera- X del.
443. Enlgmistica. tura italiana: ij] $29. EG?:EI??;:?:ﬁi'i::;cﬂta.
t44. I1 Problema dell'Uni- lrecento. 521. I secoli della letter.
verso mella filosofla. | 490. Tdem: Il Quattrocento. "~ ital.: Il Settecento.
645, T D'!."infl.l . Elaqmﬂntl dl | 191. La teoria & la FTI’lt del 522 Teoria del regolo oal-
> analisi minerale, trasporto musicale, colatore e sue appl
46. Marte o I'ipotesi della | 492. I Bec. della lett. ltal. : 503 I mecoli della letter.
A EUR ﬂ-b]LEh]llth Il Giﬂquﬂﬂﬂntﬂ. : ltﬂ-l.: L‘Gt‘tunentﬂ
i7. La ﬂl_nanﬂa della lon- | 493. I1 Commercio nell’an: | g2y Vade-Mecum dell’ ita
s, 1 Revita. tichita. liano in Glappone.
' Irt::.ha Prima di Ro- | 494. Manualetto d’ippica. 525. Nosioni di topografla
; ¢95. «La Divina Commedia» pratioa.
€49. Delle Assicurasioni in esposta al popolo: | 526. Btoria degll Statl Uni.
460 -"E'II.EI'I];Q_ L’ Inferno. ti d’Amerioa.
L ®88enza del Mar | (9 Le projezioni ortogon. 527. Rimario della lingua
Xismo. S b1 A italilana — ¥Yol. L.
851, T.a St ori 197-498. La loocomotiva a 11
ia del Bols, pore moderna. 328. Id. — Vol. 11.
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§290.

530.
B3l

633.

B33.

L34,
B35.

b36.

E37.

R33.

»39.

640

bél.

Bi3,
bas3.

B44.

b45.

B46.

B47.

548,

549,

550.

B51.

§51.

B53.

554,
555.

EB6.

B5T7.

§58.

Geografia storico-poli-
tioa. —

La luce eletirlica.

I.a cooperativa di OOL-
suImo.

La Legre Elettor. EFo-
litica, esposta e spis-
gata al popolo.

La Btenografia. — VYo-
lume 1

Idem. — ¥ci Tl

Idem. — Vol. III.

Geometria analitica del
piano e sae applica-
xioni.

Dlzionarietto dantesco.
Trigonometria sferica
¢ sue applicazioni.
Btoria del risorgimen-

to (taliano.

2 gecoll della letteratu-
ra fitaliana: Il Peo-
riodo celle origini.

FElement! di costruzio-
ne dells macchine.

L'Operaio mecoanioo.

Formulario completo dl
Computisteria e Ha.
gioneria. — Vol. I

1d. id. Yol 1l

I fenomeni dell’ipnoti-
smo e della sugge
stione,

RiccardoWagner,la vita
e le opere.

Prontuario delle forme
del verbo latino.

Il Consulente Ammini-
Btrativo.

La coslruziona geome-
trica della ombre.
Nozioni di etatica gra
fica e sue applicaz.
Prontuario deile forme
del verbo tedesco.

Monete d'oro e d'ar-
gen.o legali e false.

Prontuario delle formae
del verbo francese.

Pile per usi domesticl.
Accumulatori per usi
domestiol.

Lo Btato nella Sosiolo-
gla bpenceriana.

Curiositd e sofiaml ma.
tematiei.

659.

560,

Storia Parlamentaras
della IIT Repubblica
di Franoia,

Disinfezione e diginfat-
tanti.

561. Come coniugare | verbl
inglesi.

562. Storia del pop.* arabo

563. L’Aritmetioa per gli
adulti. - Parte l.

K64, Id.., id. - Parte II.

565. Id., id. - Parte TII.

566. I fondamenti della Gec.
metria di posiziona.

567. Beethcven, la sua vita
@ le sua opere.

568. La lotta greco-romana

569. I.a Cinematografla.

570. Canottaggio e nuoto

571. Nozionl di idraulica.

572. Foot-ball.

573. Compendio di lettera
tura indiana.

574, Francesco Giuseppo o
la storia di COCasa
d*Absburgo.

575. Applicazioni algebrioha
alla geometria piana
e solida.

576. Dizionario biblico. —
VYol. I. - Parte Geo
graflco-Storica.

5i7. Idem. — ¥Vol. II.- Par
te Ieligiosa.

578. Trento e Trieste.

579. I terremoti e la i
smologia.

580:581. Manualetto indica
tora del servizi da.
telegrafo e del teles-
fono.

582, Storia del Messino,

583. La Marina Ailitary
Italiana mnel 1915.

584. Storia del Belgio.

585. Leggi, usi e convenszio
ni della guerra mo-
derna.

586. Storia dl Spagna.

587. L'Esercite Italiano.

588-589. Tniziamento alla
teoria dei numeri.

590. Geomelr. non-eunlidaea.

1. Il Dispotismo

Inviare Cartolina-Vaglia alla Casa

La Luce Elettrioa do- | 592-593. Tesi dl o r—*--—Af—tr—-_.. g-Seng o
mestica. terala, B
634. - Carlo Goldoni. M E N IO T
g%g . Eﬂzicmi 5111(1;13 resistenz 1 prezzo 25 fahbmﬁ. ‘Be
. - Dizionario degli Auto: o
637. - Sezioni coniche. 5 diﬂﬂparﬂna 0!940—3“]

T ||'|,'|.i'“* 'hf.qffi'n.-l-- —_t.-

ad4,

595.

596.

597 -
599-

GOL.

602,
G03.

604.
605,

G06.
GOT.
GOE.
609.

610~

612-
614.
615.
616.
617.

618-619 La pesoa mecoanioa ~_'

620,

621.

622-

5y |
2
-I

628,

629.

G310,
n41

1. L’essiccazione delle.pa-

Allevamento del Bomi:

glio o deglnnlmhi

da certile.

Storia dell'ilhanlaﬂmu
al 191¢.

Le cmida.lu a r::,,'i!;lﬁ
1A

508, I1 mare Adriaties

600. Panlﬁmaztunﬂr In
nale moderna. = *
i

L.a mo tncfulettaa? - 3&
toociclista. %

Elementi di telcﬂ‘aﬂa
genza fllo, '

Dizionarietto Gedgra-
fico Etimologices

o,

TV

it

tposto | Popolo™ -
Part: I,
Idem. Farte IS e
Idem, Parte LLE =4 |3 dﬁg
Idem. Parte LV =
Idem. Parte V. =% J _
611. Lastoriadellss d.'ﬂ:ﬂ 3y u

|

cavalline.
“JH]

L'automobile. 4
L'« Orlando furioso e %

613. Ideedi cosmagonia. @
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