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Ouesta, che la Casa Editrice Sonzogno
presenta al pubblico italiano, & Pen-
ciclopedia europea pitt ricca di vocie

la pinx aggiornata. L’opera, che con-
densa e sostituisce un’intera grande

biblioteca, sara completa in

DUE VOLUMI CON QUATTROMILA PAGINE
CINQUEMILA ILLUSTRAZIONI E OLTRE

QUATTROCENTOMILA VOCI SVOLTE
La Casa Edilrice Sonzogno, per rendere possibile I'acquisto
dell’Enciclopedia Moderna Italiana anche alle famiglie piu
modeste, I'ha messa in vendita:

A DISPENSE SETTIMANALI, NELLE EDICO-

LE: L’opera intera constera di 250 dispense di 16 L
pagine ciascuna. Ogni dispensa costa . . . . L. 1-_'
A FASCICOLI MENSILI, NELLE LIBRERIE:

L'opera intera constera di 50 fascicoli di 80 pa- L

gine ciascuno. Ogni fascicolo costa . . g 5-‘"_

Prezzo dell’Opera completa: L. 250
PRENOTAZIONI TOTALI O PARZIALI:

Allo scopo di facilitare 'acquisto dell’opera anche a coloro
che, per difficolta varie, non potessero procurarsela pPresso
I rivenditori, apriamo le seguenti prenotazioni all’Enci-
clopedia Moderna Italiana, con decorrenza dal primo fa-
scicolo, o da qualsiasi fascicolo successivo:

PRENOTAZIONI ALL’OPERA COMPLETA
(50 fascicoli mensili di 80 pagine) col dono. alla
fine dell’'opera, delle coperte in tela. dei fron-
lespizi, dei risguardi con 8 carte geogr. a colori L 230
PRENOTAZIONI A 10 FASCICOLI (col dono
come sopra a coloro che rinnoveranno gli ab-
bonamenti sino alla fine dell’opera) . . L 48

I terminata la pubblicazione del PRIMO VO-
LUME (dalla lettera A alla lettera L), Magni-
fico volume di 2000 pagine, con 2500 illustrazioni,
solidamente rilegato in tela, con frontespizio e
4 carte geografiche a colori nei risguardi. in ven-
dita in Italia e Colonie al prezzo di . . . . L 125
Sono wn vendila la coperta in tela., solida ed elegante, i
risguardi, con 4 carte geografiche a colori, una tavola 7i-
producente le bandiere di tutti gli Stati del mondo. ed il
jrontespizio: tutlio compreso, al prezzo di lire 10.—

L'OPERA SARA COMPLETATA ENTRO L°'ANNO 1936

Inviare U"itmporto alla CASA EDITRICE SONZOGNO -
V20 Pasquirolo, 14 - MILANO (C.C. Postale n. 3-11529)

ENCICLOPEDIA MODERNA
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Nell’accingersi a compilare questi volumetti 1’Au-
tore Si prefisse di restringere in poche pagine gli ele-
menti del Calcolo infinitesimale : le pure basi del Cal-
colo stesso e nulla piin. Il lettore non vi cerchera quindi
un’esposizione qualsiasi dei sistemi del Calcole, men-
ire potra forse giovarsi di esso per iniziarsi allo studio
di questa branca delle Matematiche superiori.

Questi due volumetii sono stati scritti per quelle
persone: operai, capotecnict, ecc. per le quali il Cal-
colo i@ mezzo e non fine.

Oggi I tecnici hanno abbandonato il sistema di fare
alla meglio ; 0ggi Si richiede perfezione in tutto; é na-
turale, quindi, che non bastino pin le quatiro opera-
zioni elementari dell’Aritmetica, come un tempo.

- L’Autore, tenendo presenti questi puniti di vista, ha
cercato esprimersi in modo chiaro e semplice e di ab-
bondare in esempi, sicuro che questi servano meglio
di qualunque dissertazione all’insegnamento elemen-

tare,
| D. R.







CALCOLO INFINITESIMALE

L.

&2

PART
CALCOLO DIFFERENZIALE.,

CAPITOLO PRIMO.

Funzioni — Limiti — Infinifesimi.

. — Siano date due quantita, e si supponga che siano
collegate tra loro i1 modo che, pur rimanendo costanti i loro
valori, col variare di una, vari pure 1’altra. Si ammstia
che una sola delle due quantitd date possa variare indipen-
dentemente dall’altra quantita, allora si dira che la prima
quantita & wvariabile, e che la seconda & la sua funzione.

In realtd, anche la quantitd funzione & wvariabile, quindi
per distinguerla dall’altra quantita, si dira che essa @
variabile dipendente, e che la quantitd da cui essa dipende
& variatile indipendente. Una variabile indipendente & una
quantita alla quale si puo supporre assegnato un valere
arbitrario, che determina quello della variabile indipen-
dente. Cosi, per es., nel movimento uniforme di un corpo :
lo spazio percorso € funzione del tempo, assegnando a
quest’ultimo umn valore qualunque, si determina pure un
valore del primo.

Benché sia arbitrio fissare la variabile indipendente: il
tempo, quando €ssa € data non € pit possibile scegliere
un’altra variabile indipendente, almeno sino a che si con-
sidera la medesima questione, si pud invece trasformarla,

rendendola dipendente di un‘altra quantita.
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[n generale, si dinota y la variabile -diparr{-de»n.te* ed x la
variabile indipendente, mentre con i simboli

Fx) fx) &) ¢
si esprimono le funzioni, cosi l'equazione
y=f (%)

dinota che y & funzione di x, esprime ciog€ che la afarifabile
dipendente y varia con il variare della variabile indipen-
dente x. ‘

2. — Se l’equazione che esprime la relazione esistente
tra le quantita variabili x ed y, & tale che in un suo memi-
bro si trova la sola y, mentre nell’altro membro si trova
una funzione della sola x, si dice che y € una funzione
esplicita di x. Quando invece, um’equazione tra x € J non
¢ di questa forma, si conviene denominarla implicita. Cosl

y=ax-+bxtcx+d
¢ una funzione esplicita di x, mentre
y—ax+bx+yx+y*=0
¢ una funzione implicita di x.

I termini esplicita ed implicita suppongono che y sia real-
mente una funzione di x, nel senso con cui noi abbiamo
usato questa parola.

e funzioni esplicite possono essere suddivise in due
gruppi : funzioni esplicite algebriche e funzioni esplicite
trascendentt.

Le prime sono quelle in cul sono indicate le sole opera-
zioni : addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione_ ele-
vazione a potenza, ed estrazione di radice; nelle seconde
sono invece indicate oltre alle precedenti operazioni supe-
riori come le funzioni esponenziali, le funzioni logaritmiche,
le funzioni trigonometriche. Noi qui supponiamo che il nu-
mero di codesbe operazioni sia finito, giacche, come vedremo
in seguito, potrebbe anche essere infinito.

Alla variabile dipendente; in un’equazione possiamo Sup-
porre assegnato un valore qualunque, positivo o negativo,
reale od imaginario, arbitrariamente piccolo o grande. Se
supponiamo! una serie di diversi valori assegnati ad z,
ad incominciare da un valore negativo molto grande e che
va gradatamente decrescendo di valore assoluto, ossia cre-
scendo algebricamente, sino ad un grande valore positivo,
la serie di valori che s’ottengono, per y puod presentare ri-
sultati molto diversi.
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Per esempio, se
y=x3

i valori di ¥ a1 quali corrispondono simultaneamente valori
di y, formeranno una serie che comincia con un valore ne-
gativo numericamente grande e va crescendo algebrica-
mente sino ad un grande valore positivo. Mentre se

y:xz

i valori di y non sono mai megativi. Se invece
y =V (a>— x?)

i valori di y sono imaginari per ogni valore di ¥ non com-
preso ra —a € -+4a. -

3. — Sia ora dato il polinomio
1 .
1+ 2 + 3 | 4 | 5 'i- cee

di infiniti termini continuamente decrescenti, la somma di
tutti questi tende sempre pitl ad una data quantita nume-
rica, ossia tende ad un [imite; il concetto di limite & im-
portantissimo, giacché sta a base di tutta 1’analisi.

Un esempio rendera ancora pitl chiaro il concetto di
limite. |

Si costruisca un guadrato, si dividano i suoi lati per meta
e si congiungano i quattro punti, si otterra cosi un altro
quadrato i cui spigoli coincideranno coi i punti di mezzo
dei lati del quadrato dato. Si dividano nuovamente per meta
i lati del nuovo quadrato, € si congiungano i quattro punti
cosi ottenuti, si potra ripetere, teoricamente, 1'operazione
un numero infinito di volte, si avra sempre un quadrato per
quanto piccolo ; ora sommando l’area del primo gquadrato,
con quella del secondo, pitt quella del terzo, e cosi wvia,
si otterra un’area che tendera ad un’area di determinata
grandezza, alla quale pero, la somma delle aree dei qua-
drati dati non potra mai giungere, anche PERCHE diffe-
riar sempre di quantitd che potranno essere infinitamente
piccole.

Possiamo ora dare una definizione pitt esatta del limite,
chs abbia a corrispondere con la nozione intuitiva avuta.

— Si dice che una data quantitd a tende verso il limite
indicato da un’altra quantita b, quando, preso un numero
& positivo e piccolo a piacere, la differenza

a— b




8 DOMENICO RAVALICO
& minore in valore assoluto di e, ossia quando
[@—b)<e

Posta a funzione di una quantita variabile indipendente c.
e posti i limiti tra i quali a pud variare, definiti dal campo
A, potremo anche dire : el

— Si dicel che una data quantita a tende al limite S€-
onato da un’altra quantita b, quando, preso un numero po-
sitivo &, piccolo a piacere, esiste un numero m tale che,
se ¢ appartiene ad A, e se

(c) = (m)

i valori corrispondenti della @ sono tali che 12 differenza
a—Db
pon superi & in valore assoluto. )
Ed infine si.dice — che se, preso & (numero positivo ar
bitrariamente piccolo) esiste un intorno B di a, tale che I
tutti i punti di questo, appartenenti al primo campo 4, OV€

la a & definita, esistono valori di b, e non piu di &, allora
deve essere

(@—b)<e
ove si possono sostituire le seguenti due disuguaglianze
a—b=<c¢ . h—a<z¢8

che si possone anche trasformare
b—e<a<b+se

la quale disuguaglianza dice che a & compreso nel campo
definito dai limiti

b—=e e b+¢
rimanendo & piccoie a piacere.,

4. — Data una quantita a per dire che essa tende indefinle
tamente al limite b, si usa la formula
lim a=5%
a==00
Cosi, ad esempio,
lim —1— = 1)
x=0 X
; 1
lim 1gg == O
=10 X
lim log x =—&0

0 |
—
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lim ax =1

x—{) 2
1] 1

11l ¥ sen — =@
= X

lim cosx =1

—{f

lTI—-
lim Vx=1
n=0og0
limiet—q
=09 Il
T
lim i — 0

(o) Ay Rl L

lim AL m—4 _|_ n—=2
(x™ + a, % T X" o Ay X + 2) =00

m=Cco

lim (_Hl_)n—m:[]

I1— CONRZ

lim :'c:?——Sx—FZZHI_

lim [sen (x + h) —senx] =&

h=20
lim aqxt+i —=10ga %
p=0
lim f (x) = 0O
X=—d
lim h/f(x) = ha (supposto h > O
=
Lssen z Tt
zh:mo = = 18020’0”45‘”
x=0 X
: 1
mll:ngg m loga (1 -{——r-;;) = logs ¢
lim 08¢ (L T%)_
3 == X
lim SESSE 2
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5. —- Siano date due quantita a e b, le quali si possono
scegliere piccole a piacere, ad ogni motlo Saranno Sempre
tali che il rapporto tra le due quantita, abbia ad essere,
per esempio,

1.° piccolissimo ;

2.9 grandissimo ;

3.9 mé piccolissimo né grandissimo ;
allora si dira che :

1. ¢ & di un ordine di piccolezza maggiore di quello
di bi;

2.2 g & di un ordine di piccolezza minore di quello di b;

3°a ¢ b sono dello stesso ordine di piccolezza.

6. — Una quantitd infinitamente piccola si denomina —
infinitesimo — se invece infinitamente grande, tnfinito.

Si abbia quindi un infinitesimo a, esso quindi essendo in-
fAinitamente piccolo, tendera indefinitamente a zero, senza
perd — condizione fondamentale — arrivarvi mai a zero,
e sia b un altro infinitesimo variabile con 1l variare di a,

ciod funzione di a, e consideriamo il rapporto 4 ¢ pol 1]

limite
lim—= (1)

riferito al rapporto stesso. _
Se invece di a si avesse un’altra quantita o, infinitamente
piccola essa pure, Si dovrebbe avere
[l o i
a—Qind =0 &
Da questa eguaglianza si deduce che il limite (1) puo
1.° non esistere;
2.° essere finito e diverso da zero;
3.7 essere ZEeraol;
4.° essere infinito ;
a1l quali casi corrispondono le proprieta degli infiinitesimi
considerati, che per il
1.° caso=4a, b sono infinitesimi diversi;
2.° caso=a, b sono infiinitesimi dello stesso ordine ;
3.° caso=a & infinitesimo d’ordine inferiore a b;
4.° caso=a ¢ Iinfinitesimo d’ordine supseriore a b.
7. — Siano date due quantita @ e b, € si supponga che
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tendano indefinitamente all’infinito, anziché a zero, si dira
che

a
12 — lim g non esiste
! ien 0L
29 — 1im = esiste
. a
3° — lim — =
b
a
4° — lim — = 0
b

a seconda che sussistono 1 casi dati nel precedente articolo.
8. — Siano a & b=sen x, se¢ x tende indefinitamente a

zero, nel caso che tanto ¢ quanto b siano funzioni infinite-
sime di x, si avra
i S e SR
x=0 X X =D
9. — Concludendo, diremo che se sono date ad es. x, ¥,
. funzioni di a e b, infinitesimi dello stesso ordine posto

P e
—
si ha
lim 2 .Y — lim' ——
c=027T... i b
(e
- . o : Z - XY
Poicheé lim — = lim =ulim
b X b
JUgE
Z
CAPITOLO SECONDO.
Funzioni derivate.
10. — Sia f (x) una funzione qualunque di x, purché

reale, e sia f (x+h) la stessa funzione di x+h; il valore
limite a cui tende il rapporto
BB SR+ B —fla)
(x+h) %8 h
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per h indefinitamente decrescente, vien detto rapporio in-
crementale. . _

In codesto rapporto il demominatore € la differenza di
due valori della variabile indipendente, mentre 1l nume-
ratore, € la differenza di due wvalori corrispondenti alla
funzione f (x). |

L’incremento h di x si fieura simbolicamente con il Se-
gno V h, mentre la differenza f (x+b) — f (x) che corri-
sponde all’incremento della funzione f (%), viene figurata
con il segno A f, cosi che il rapporto (1) diviene

A f
A x

LLa scritta formola sta alla base dell’intero calcolo dif-
ferenziale,

A
Se ?3{ ha un limite quando
h=—0 h h=0A4 %

Pincremento h diviene indefinitamente piccolo, questo li-
mite si chiama derivata della funzione f (x) nel punto x¥. —

Questo limite & dinotato dal simbolo d_y, e s2 f (%)

d'y
dinota una funzione qualunque di x, allora con il segnof’ (%)
si indica la derivata di f (%) rispetto ad x.
Per trovare la derivata di una Punzione occorre « deri-
vare » questa funzione.
[1 calcolo infiinitesimale si cura della risoluzione di que-
sti due importantissimi problemi :
1.°) Trovare la derivata di una funzione data.
2.°) Trovare la funzione di una derivata data.
La prima questione viene studiata dal calcolo differen-
z1ale, la seconda questione invece appartiene al calcolo in-
tegrale, € di essa noi non ce me occuperemo.

11. — Con alcuni esempi cercheremo di chiarire la de-
finizione esposta nel paragrafo precedente.
Sia f (x)=x?
8ara f(x+h)=(x+h)?
[ R —7#) " (r+ h)2—a?
e e N e e
_2xh=-=h?

— 2%t h

Ia
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ed essendo

lim 2x+h=24
h=0

ne rxs:ulga {:hel2 X € la derivata di x2 rispetto ad x, e ¢id es-
sendo x** funzione dji X, ché essa varia con il variare di r

Sia
=2
sarg
flx+ h)=—12
X —+'h
(x +—h) —f(x 2 A
e el L
o 7 X (x + h)
ed essendo
lim & — 4
,’I:D X (I '_l" h) 3:2
- N
ne risulta che =enie la derivata di —j— rispetto ad x.

Ugualmente potremo operare per una qualunque alrra
funzione algebrica.

Sia
f(x) =V (22— 3
sara
f (x4 RB) =V[a®—(x +1)?]
il - 1) = @)t g (8] a2 s

h VIe? — (x + mE I (2 — #3)
[I limite di questa espressione allorche h diviene infini-

tamente piccola €
X
Vie—
essa sara quindi la derivata della funzione data.
Ma forse meglio di ogni espressione algebrica che ri-
chiede una disposizione mentale troppo inclinata  servira
a chiarire il concetto di derivata il selsuente esempio

geometrico. . .
Sia data una curva NAB esia ¢ (x) la linea che 1a rap-
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presenta, rispetto due assi cartesiani -prtugmna-li, di cutl :'r:
rappresenta 1'ascissa, y l'ordinata. Sappiamo dalla gemn}etrx.d
analitica che per ogni valore di x corrisponde un valore
di y, essendo data l'equazione

y == 9 (x)

ossia y & funzione di x. a1 AL |

Supponiamo ora che a partire dall’origine 0 i dia ad «
un certo valore C, al segmento OC corrisponde, come Sap-
piamo, un altro segmento sulla retta y, rappresentato dalla
retta AC. Se x, a partire da questa cresce, di una quantita
arbitraria che si pud dinotare con il simbolo A X, € che
pud per esempio essere eguale al segmento CD, crescera

anche y di una certa quantita che pud a sua volta venir
espressa con il segno A y, sicche abbramo

Y A= oz =A%)

onde
Ay = (x4 Ax)—g )
dato che
y =9 (x)
da cui ofteniamo il rapporto
(1) ¢ (x +Ax) — o ()
Ay

Ora essendo 4B la secante della curva data, osserveremo
che con il diminuire della distanza di 4B la B tende ad 4,
¢ quando vi coincidera segnera, non pitt la secante, ma la
tangente al punto A.

Cioe il limite del rapporto (1) col tendere di A % e quindi
anche di Ay a zero, si pud considerare come la tangente

della curva nel punto A, essa rappresentera quindi la de-
rvivata della funzione data.

12. — Siano 9 (¥) e ¢ (x) dus funzioni di x,6 e sia
L= o (x) ¢ (x)
Si muti x in X+ h, in modo da avere ¢ (x + h) & (x+h)
e sia u+ A u codesto nuovo prodotto, allora

ut+Au=q(r+h) (x4 h)

da cui

Aw =@ (x + h) dilx =) — o (@) (x) =
=[p(x+h) —2 X)) &+ k) 4o x) [ + h) — ¢ (¥)]
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quin di

() — b (x4 h) — b (.
S sl e

Ora supponiamo A X convergente indefinitamente a zero,

¢ (x +h) — ¢ (x)
h
sara allora la derivata di ¢ (%) rispetto a x, ossia sara

' (%)
2 @(x+f;1)—d.-’(x)

sara invece la derivata di ¢ (x) rispetto a x, ossia sara ¢’ (x)
quindi

lim

d u
T PG ) eix)
Da cui ricaviamo la Regola : — La derivata di un prodotto

si ottiene moltiplicando ciascun fattore per la derivata del-
U'altro fattore, ed addizionando i prodotiti risultait.

13. — Siano, come al solito, ¢ (x) e ¢ () due funzioni
di ¥, e sia
¢ (x)
1= ——
¢ (%)

si supponga x mutatoinx.+0h, € sia u+Au, il nuove va-

lore del quoziente. Allora

uﬁ_&u:@(:r“h)
¢ (x 4 h)
or:de
M__cp(x—i—hw(x)—ﬂp(x)¢(x-+h):
&3 b (x~h) ¢ (%)
_ o (I+h)-—%ﬂ(x}J¢(x) = [':L" (I~1—h)*—-¢{:~*)w(x}
% O (x +h)d

[La seguente € un ﬁltra applicaz1oxte ceometrica. Sempre
nella medesima figura, ’area compresa tra i punti ONAC,
deve necessariamente essere una funzione di x, poiche
essa € una quanuta definita allorché si assegna ad x un dato
valore, € varia con il variare di x.

Sia u questa funzione, e sia CD=4 x

g--Ag= area. ABCD
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quindi
yAx e (y+Ay)Ax

saranno i punti tra i quali & compreso l'incremento A u
onde -

Al .

g Sard compreso tra y e y+Ay.

Ora con il tendere indefinitamente a zero dell’incremento
di x= A x e quindi della funzione A u, abbiamo che il va-
lore limite ci rappresentera la derivata della funzione u
rispetto ad x, ed essendo y questo limite, sara

=
=

|

=y,

(="
=

14. — Siano ora

Xy, X9, X3y ese Xy
n funzioni, € sia y la loro somma, ossia

Y =%yt Xt X3t e T %n

supponiamo anche che tutte queste funzioni siano derivabili,
allora derivando termine @ termine, otteniamo

V=22l -2 st X
onde
Y = =x/) — %) X5 — X~ oo - X — Xy
Ay ="0% A v A RS A Y,
e si divida

ALy A%y A% L A%y
A e AR Ay TR AT

Diminuisca indefinitamente I’incremento A %, e si avra

d_}’.__df L A%y | A%y
T S e ARG AT e T
Potremo quindi dire che la derivata della somma di due

o pit funzioni e la somma dei coefficienti differenziali delle
funziont date.

Da cui possiamo ricavare la regola per derivare una
somma di funzioni.
% i ) e o b(x < h) — & (x
e el sl ) R s )
— = h h
A X

o (%)

b(x + h) @ (%)
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Col tendere di A x=h verso il limite zero, quest’ultima
espressione diverra

du ¢ (x) o lx) — / (x) o (x)
dx [d(x) P

Da cui possiamo ricavare la Regola. — La derivata di
un quoziente Si ottiene moltiplicando l’addendo maggiore
per la derwvata dell’addendo minore e questo ultimo per
la derivata del primo; softraendo inolire, il secondo pro-
dotto dal primo e dividendo il risultato ottenuto per il qua-
drato dell’addendo maggiore.

15. — 11 risultato dell’articolo precedente riguardo alla
somma pud anche ottenersi nel seguente modo. Essendo
P (¥)
T o)
da cui
¢ (¥) = u ¢ (%)
sara
o ()= 22 ¢ () + u/ (2)
dx
onde
v 2= o () — 2 ¢ (1)
quindi
du__ ¢ (x)$(x) —d¢ &) 9 (%)
dx [ (x) 2
16. — Sia y=log f (x), dove f (x) ¢ una funzione intera

e positiva, per avere la sua derivata poniamo z=f ( x) cosi
che si avra

Yy =log 2
da cui
1 1 f (%)
f: = F 7) — - / ) s
% zf“ f (x) ¥ f (%)
d’onde si ricava la Regola : — La derivata di un logariimo

si ottiene dividendo la funzione derivata del suo valore per

la funzione stessa. |
17. — Sia y=c, in cui ¢ & una costante, la sua derivata,

dato che ¢ é costante cid che vuol dire che y essendo eguale
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a ¢ sara pure costante, € uguale a zero, ossia non potendo y
variare, sara A y=0, onde

AY
Az 0
per qualunque sia il valore di A x; quindi
dy
— =)
d x
da cui risulta che — la derivata di una costante é zero. —
18, — Sia & una funzione di y, funzione di z, sia ciog

u=f (¥); y=f (2).

Supponiamo che esistano le derivate u'=f* (y) e y* =1 (2)
della u rispetto ad y e della y rispetto a z. Si vuole trovare
la derivata u' di u rispetto a z.

L’incremento A 2 dato alla z, attribuisce alla y un incre-
mento A Yy € questo a sua volta determina alla u un in-
cremento A u.

Sara quindi

An -

oA .
{i{u) = lim ~® — lim éﬁ: e L

Az=032 Az=049% Az=0AYy pAz—0Az
=) ¢ (2) =u’y.

19, — La_ derivata di una potenza x™ il cuji esponente
e una quantita costante, e

: p
Sia m T essendo p e g numeri interi e positivi, e

P
rappresenti }?:xm; Sdra y—x a , onde j!‘? =1 @ dy"? —dxe,

Ora, per essere p e g interi e positivi, si ha
Ay =qy=rdy e dxP—=pxr—idy

Dunque
4y = PPt
d’onde
p xﬂ—"i p -Tp_'i n
dj}:"“—. q_ldI:‘——'—- 71 T:‘E—' -d‘“tII-'
g Y q x-?{m-l} q A R
0ssia
dayi=misti s j—E =G
i ¢

come si doveva dimostrare,




——— = o

CALCOLO INFINITESIMALE i9

Sia m un numero razionale e positivo, 1’algebra insegna,
che cercando di ridurre un dato numero irrazionaie in fra-
zione continua, si trova una frazione continua avente un nu-
mero infinito di frazioni integranti; c¢he il numero dato
€ compreso fra due ridofte consecutive qualunque rn ed
rn+1 di tale frazione; e che la differenza m+1—rnl si
approssima Indefinitamente a zero col crescere di n. Ne
segue che il numero m si pud riguardare come eguale al

limite verso cui tende il numero razionale della somma U

q
1 cul termini crescono Indefinitamente seccndo una ceria

legge. Ma il ragionamento fatto per dimostrare il teorema
nel caso precedente sta, qualunque siano le grandezze de-
finite dai numeri p e g. Dunque, anche quando m & irrazio-
nale e positivo, si ha

&

A
d x
Sia finalmente m —n, essendo n = un numero positivo,

razionale od irrazionale, e rappresentiamo ancora x™ con
Y ; sara

= xm—i

1
et e 13
V== n
da cui
dx" D% d X
dj'}: y2n = ron =—nx""'dx
0ssia
d y
=
dx
20. — Mediante i precedenti teoremi si puo agevolmente

derivare una funzione algebrica esplicita qualunque. Ecco
alcuni esempl :
(1) Sia
y=x>42x2—3x ¢
sara
dy=3x*dx +4xdx —3dx

e pe;r conseguenia

-

j!'j R
—==3x+4x—3
; ! S X
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(2) Sia
y—(a+ %) (b +2x?

sara

dy=(a+x)d(b+2x)da-+x)=(a+x)dxdx—~+ (b42x%dx

j—i —6x*t+4ax+b
(3) Sia j
IS
y—ﬂﬁ+ 72
sara
dy:(a?%—x?]d(ax}-—ax.d(a‘ler?)__
({IE __i}_ x‘i)f‘l Ul
Cdlles mntYd s —2ax%dy adlaz—x2dy
5% (aet=y2)e T (@22
da cul
dy a(a®*— x®
dx (a2 - x2)®
(4) Sia
y = (a+ bx)?
sara

% = 2b (a4 b x)?
(5) Sia
y = (a -+ bz
sara

dy=n(a+bx®)"1d(@4+bx®)=2bnx(a-+bx)rtdx
da cui

(=

-'—:yr:2bnx(a+bﬁ)”—‘

(6)  Sia

y = Va2 — %
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sara
) d (a* — x?) = 2xadr X dx
S oVe— o 2Ve—a s Va2
da cul
€ Y= %
d X "l V{I‘E P xE
(7) Sia
/
y=Vx+ Vet
sara
/ ) . Xl
3 2 2 X -
d}?u_d(:{:-{_\a‘lﬂx VViddE 2 —
PRI / .
2\ x—‘r\/ﬂ + X Z\EI—{—"‘,’IHE—I—XE
(x4 V@ F ) dx Vet Vet
o Vi 1 Va2 \/a? + x2 2 Va? I 22
da cul
dy_ VatVartw
dx 2 Vae + 2
(8) Sia
gl ¥ — x*
== x:f;
0ssia
AT 1
A= X
cioe
Y= —x"
da cui
3 1 e
dy=—3s5"+itde=— Tt sidi=——rs
risulta

d —2

- ——
[E——

xr — x4 x?

t =8

Z1
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(9) Sia
=3t
_q o
Ig cioe, sia
| A
Irl| L X
| che si pud scrivere
| Yl st
'?,I da cui
| dy:~—12x—'i—-1_-;'Ex"fd,t-_—:if?;:—tndx
risulta '
4y 3 /x*—4)
Sy s e
21. — ESERCIZI.

(1) y=ax*+bx*—2cx-|3;

.dj',h_ o
’dxH4ax —j—2bx--—20
; :
(@) y=ax35 —bx3 + ¢
dy _2aV/xb
dx 3\
i 1
B) y=2ax *-4+4bx 2 +¢;
dy ___ 3a42bx
(4 vy =x(a+x) (@+42);
a ’ :
;&—;:ﬂ'-'—l—2a-x—|—3aﬂ+4x3
| 2
;j' 5)}—ﬂ+x’
:.I| M N 2 a
h " (a4 x)2
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(6) 1{___1?‘3--—-1?—1—1 :
L xlg E ¥ I )

;Li:——-d;x(u]—r’)
(8) y=(Rax—x2)
,%zﬁx“(a—x}@amﬂﬁ
(O =i(a - Xty
d__—- n—i1 IYm—1
,dx__mnbx (a + b x™)
(IO) y:(a—{-x’)’”’ (b ! x):rt’
|
d
| ;-—E:(a—kx}"’” b+ x)" :{
| )

| dy (x+2)(x+4)

"d ¥ (x + 3)*
(12) y =V a+x; '

RO :

Ydx. 2 \/atx%
(13) y = VI + #2;

dy X

. dx T Vife
(14) y=Vax* + bx+c;

Gy 2ax-+b

—

dx LoVabhxte |

(15) y=(a — % Va+x;

|
Yo 0t 3 |
== II

=

r——

®
]

(=

% 2 Va+x
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(16) y = (a + x) \/a—x;

1
"dx = o AN
8% 2 (]-—-xE +x3)4
a-+x
(18) y= o ;
Va—x
: M s 3a—x 3
dx 5 a—x)T
RS
(19) y= ;
Va—x
iy a
dx. (a—x) Ve —xt
20y = YA R V=5
Vi x — /=
L 1 |
dx 2Vi—xp *
CAPITOLO TERZO.
Derivazione delle funzioni logaritmiche.
22. — Sia a la base di un sistema di.logaritmi. Per indi-

care 1l logaritmo di una quantitd in tale sistema si scri-
vera a sinistra della quantita data il simbolo log, che si
legge logaritmo a base a di; quindi il logaritmo di x si rap-
presentera con ii segno log, x. |

Il logaritmo di x, qualunque ne sia la base, & sempre,
evidentemente, una funzione di x, che varia con il va-
riare di x, e come tale ammettera quindi una derivata, ci
proponiamo quindi il seguente problema :
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Trovare la derivata della funzione logs X
Posta y=1log, x, sappiamo che la derivata di y rispetto
ad x, & uguale al limite verso cui converge il rapporto :

loga (x +h) —logax _ 1 lggax+h “lﬂga(lJr )

h R
per h tendente indefinitamente a zero.
Osserviamo che la formula finale a cui abbiamo ridotto

il rapporto, pud essere scritta anche sotto altra forma

L il i )z
T.Tlﬂga(l : ;'f)_ x logﬂ(l 5 L

da cui si deduce che il problema propostoci si risolve in
questo molto pitt semplice : Trovare il limite a ctii converge

la quantita
o
( 1 ) n
X

per h tendente indefinitamente a zero.

Per far cid poniamo — 2z, otterremo

1+

ove il wvalore assoluto di 2z cresce proporzionalmente al
tendere di h verso zero. Il problema si riduce ancora, ora
basta cercare il limite verso cui converge codesta quantita,
quando il valore assoluto di 2z cresce indefinitamente.
Poniamo, per semplicita di trattazione che la quantita 2
abbia valore assoluto intero € positivo, si ha dall’algebra che

T 1 z(z— 1) 1
(I-I-T)*——"]‘l‘zz | > 2T
2lz—1)@z—2) 1 . zlz—1)(z—2)(z—3) .1
A > . 3 el 2.13.4 e

z2(2—1)(z—2) ws. z2—n—1)
iE + 2.8 A i — Iiin L
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Risulta, che se si fa crescere indefinitamente Ia quan-
tita z, dandogli valori sempre interi e positivi, la quantita

| 1 \?
| (1 +T)
tende verso i1l limite

1 1 1
(e i L

!

L 2‘2+2.2.2+"' S0l neRED

ove 1 termini del polinomio sono infiniti; pur rimanendo
sempre finito il suo valore sommatorio; esso risulta dal
polinomio

1 1 1 1
| | | J
. ' e R

DRI o Tl

che si ricava direttamente dal polinomio di cui SOpra.
Noteremo qui che il polinomio (1), poiche i suoi ter-

mini, ad incominciare dal terzo, sono maggiori dei termini
che occupano lo stesso posto nell’altro, e dalla teoria delle
progressioni per quoziente si ha che la somma coincide
con l'espressione con la quale, come appunto vogliamo
notare, si puo scrivere il polinomio (1)

19 5 bl [hevr 1

s AR SRy
che € uguale ad uno. Il valore del polinomio (1), il quale

. € compreso fra due e tre, si suole rappresentare con la

lettera e.

Se z=o -+ 3 ove o €& un numero intero e positivo,
mentre § € pure un numero positivo ma minore di el

Lo

sl : 1
limite, verso cui converge | 1 +T quando 2z cresce

indefinitamente, € ancora eguale ad e.
Quale dimostrazione noteremo che infatti in questo caso

1 2
la formola (1 -!-7) ¢ compresa fra le espressioni
1 & 1 Yo+1
] rihe
(1 +ogm) = g
le quali, per » crescente indefinitamente aSSUmMono, con-

vergendo verso i propri limiti rispettivamente il valore e;
giacche la prima espressione & uguale al quoziente

Bl ( Sewy
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i cui due termini, per o crescente indefinitamente, conver-
gono rispettivamente verso i limiti e ed 1, mentre la se-
conda espressione viceversa ¢ uguale al prodotto

Rt a0

i di cui rispettivi fattori, sempre per « crescente indefi-
nitamente, convergono pur essi, VErso i medesimi valori
limiti e ed 1.

Ora B wuguale a zero, z diviene ueuale ad o, cice @
esprime il valore assoluto di 2. Se z € uUn numero INtero
ma negativo, codesto valore B rimarra sempre il suo va-
lore assoluto, ed in questo caso si avra

1 2 i — 5,5___1—41._ oL ’..-".-__
B i =
el B [ SNARIG e N i1)
""( o=l )(1+mﬂ1)‘(l'm—1) (“m—w

da cui si ricava immediatamente che, quando « cresce
: ” 1 ¢
indefinitamente, la quantita (1 —}—-? converge VErso

il limite e, e ci0o giacche

s\ el 1
| |
(1 | m_l) ed (1 1 m’—-—l)

convergono rispettivamente Vverso i limiti e ed 1. |
Concludendo, potremo afiermare, il base alle precedenti
considerazioni che la derivata della junzione loge X €

0 ]
dx xlogea

Ed in generale potremo dire che
| dx
d 10gg X = —{ lﬂgﬂ €

da cui

d f (x) f' (%)
— loo = log, e . dX
d Iﬂgﬂf (I) f (.'I:) g f (x) g 1 '
23 — 1| numero ¢ © la base; del sistemd di logaritmi

che furono inventati dal Neper del quale portano iI_nU{pez
neperiani, si dicono perd anche naturali. Essi furono 1 primi

logaritmi calcolati.
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Oltre che naturali si denominano spesso anche iperbolici,
e cio per una loro relazione con l'iperbole, relazione di cui
Cl occuperemo a suo tempo. Il valore di e non puo essere
mai determinato esattamente, ma sempre approssimativa-
mente con un errore piccolo a piacere, sappiamo che
esso € dato dalla serie di termini .

Sk A e, Shilr -

2R TS O SR o |
ed € compreso tra due e tre. Con un errore pari ad un
decimilionesimo

e=2,7182818.

I logaritmi neperiani sono molto usati nel calcolo infini-
tesimale, € per mon ripetere il simbolo loge, si scrivera
semplicemente log, sottintentendo il coefficiente e.

24. — Oltre ai logaritmi naturali, vi sono anche degli

altri sistemi, ed e facile passare da un sistema ail’altro.
Sia

X — ﬂlﬂgﬂ T
si prendano i logaritmi naturali d’ambo i membri,
(1) log x = log, x log a
loge x = A log x
log a

da cui

Ingx“-—l—l xlogia =1
= 0g ga—=logx

Qui-n_di risulta che : avendosi una tavola di logaritmi
naturali, per _calcuiare una tavola di logaritmi a base di a,
bafta moltiplicare 1 logaritmi neperiani per il quoziente
ool cioe basta dividerli per il logaritmo neperiano che

esprime la base dei logaritmi ai quali si vuol passare.

[1 numero T si chiama modulo del sistema di loga-

ritmi a base a. Nei logaritmi decimali ove la base & 10 il

mc:r.":lulf}- ha un valore approssimato, con un errore di mezzo
decimilionesimo

0,4342945.

Questo modulo ¢ anche uguale a log1s e, poiché facendo
¥=e ed a =1Q nell’eguaglianza (1) si ha Il =1og1e € . 10g1e
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Un wvalore di log 10, con un valorel approssimativo pari
a mezzo decimilionesimo, €

2,3025851.
25. — Sappiamo che la derivata di un prodotto e data

dluvwz..)=vwz..du+uwz...du -+ ...

ci0 puo essere facilmente dimostrato con il mezzo dei lo-
garitmi nel modo seguente :
Se si rappresente con y il prodotto zvw 2..., si ha

logy =logu -+ logv + logw —+ log z + ...
da cui derivando ambedue i membri, s’ottiene

y T T

onde risulta che
dy=du-+t+dv+dw+dz+..

26. — Ora data una qualunque espressione algebrica,
trigonometrica, ecc., si & convenuto di dare il nome di
logaritmo neperiano dell’espressione data all’esponente della
potenza di e che la rappresenta. Sia data l'espressione

a+b \/H——f, il suo logaritmo neperiano, sara 1’esponente della
potenza di e equivalente ad a+ b \/—1, si conviene inoltre

di rappresentarlo con log a+bY/—1. Da guesta convenzione
risulta, ritenendo le denominazioni sue proprie, che per

b=0, |’espressionc log a—}—b\/—lé reale ; quindi, per Ila
convenzione suddetta, anche i logaritmi mneperiani delle
quantita reali hanno un’infiinita di valori.

Se si rappresenta rispettivamente con log (4) e log (—4)
uno qualunque dei valori dei logaritmi neperiani di 4 €
di —4, essendo 4 quantitd reale e positiva, si ha

log (4) =log A +\/—1
log (— 4) =log A (—1) +V—1

27. — Trovare la derivata della funzione f(x)=ax.
Se si rappresenta la funzione con y, si ha

logy = x loga
da cui, derivando, s’ottiene
dy

dy_ du dv  dw , dz
== ‘w+z+"'

— logadx
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e qguindi
dy
— — 9 loga=0*%1og a ]
T = ¥ log g (1)
Ed in generale
da’® = g/® loga.df(x) = a® logaf (x)dz
Ora, se nell’equazione ( ) si pone a=e, s’oftiene
det=e*dx
dunque la ‘derivata della funzione e® & ancora e®.
Qui si presenta il problema di frovare le funzioni di x
che sono eguali alle loro derivate.

& si rappresenta con y una funzione di x la quale sia
eguale alla sua derivata, si ha 1’equazione

dy

d e
dalla gquale si ricava immediatamente

G YE=0dix i, Ej')—y:d:r , lﬂg}!:@-'—x:

quindi, rappresentando con C wuna quantitd costante qua-
lunque, |
logy=x ¢
onde
Yr=refut ==tek jef

Dungque le funzioni di x che sono eguali alle loro derivate
sono queile che si possono ridurre alla forma me?® S, OVe
m rappresenta una quantita costante qualunque.

28. — Qui seguiranno alcuni esempi di derivazione di
funzioni logaritmiche od esponenziali di una sola variabile.

(1) Sia data 1’equazione logaritmica

y = log (x + V/a® I 2?)

applicando la regola di derivazione di un’'espressione loga-
ritmica

X dx

ek VEEm  dnt it

dy —_— = a* - x? =

X + \/aa + % ' _|_ Vﬂzm \/ﬂz —{* X3

da cui s’ottiene

O vl

——— e

dx \/&54_‘ 42

e
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(2) Sia
y—=log| (r—a)%(e-—0)" (¥ —c)®...]]
sara
y—_:ming(x—-—a)+nlog{x—b}+plmg(x—c)+...

da cui
Ayl mee n | p |

T, R M R R

Se si ra:ppﬂ*esenta cnn ¢ (x) il prodotto (x—a)™ (x—b)"...,

si ha ¥ — log [d7 ()] da cui
dy [ ()
d J (%)
dunque

f-"' (x') 17l + It F \
I ) — i a v x—b Lpetiest T
e per conseguenza

g =mI% 4o LA prf)ﬁ o
(3) Sig
sara
y
da cul
ay
DEercio
(4) Sia

sara
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da cu

(5) Sia
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/% I

dx  «xlo

y =1’

essendo u e v due funzioni di %,
logy =vlogu

da cui

onde

percio

(6) Sia
sara

da cul
dy
y
ocnde

percio
(7) Sia

sl ponga

sara

d

—y:vdu Flogudv
Y i

dy="=du+y

18

g x

sara

logu.dwv

logy =x log x

dx
= +logxdx = (14 logx dx

Ay 2
T4 (U=

@

dy = %% (1 + logx)d x

log x

b x

y = log

(] —

G ()b

a—bx

y = log 2

b x

<
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quindi
dy _ 4dydz
dx dzdx
ove
a1y Pl
Ao 2
&7 (a0 ) S D@ s D)2 D
dx (@ — b x)? ~ (@a—bx)?
Pisulta

diy e i2ab
dx 2z (a—bx)?
dando a z il suo valore si oftiene finalmente

dy 2ib 2akb
SR 0% = s
d x (@a—bx)? a*>—b*x
a—Dbx
29, — ESERCIZI.
W) = log
a—x
RS 2l
Sdi s =
2) ¥y =log[c (a4 %)% ;
dy 2

QB vV =re%(x—1);
(4) y=ie® (x*—2%-1-2)

(5) y=e* ;

6) y =e® log % ;
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exi—=1
(T)y_€m+1,
Aoy 2 e
*dx  (e* 4 1)?
gri=—11
[S]y—lggem+1 ,
Ay e
"dx e —1
f o _3__ _1._.
(9) y=2eV®(x? —3x 4652 —6) ;
VA o RN
T e
“D) }’—_—1'3&(.’15—}--{.!—-1— .\,*"(2{1;,;_}_%-53) :
dy 1

%
12 =10 e ’
(12) v Ve I
Ay e 1
y " X \/xﬁ_;’_l
(v +2)°
(13) y = log T :
(x+3)2 Vx4 1
i
V41 —1
(14) vy = lo :
| Vo
Wy 2
| G x Vx? 4+ 1
s =5 \)1"}‘%’ :
1] —x
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CAPITOLO QUARTO.
Derivazione delle funzioni trigonometriche.

30. — Nel corso di questo capitolo € dei capitoli seguenti,
con 1 simboli che la trigonometria ci fornisce

SeIy X, cos %, fang x, cotang ¥, S€C X, coSec %,

Si rappresenteranno sempre le lunghezze di linee trigono-
metriche che ¢i sono note, riferite al raggio come unita di
misura ; per conseguenza, quando nelle questioni geometri-
che che incontreremo, si vorrd applicare il principio della
omlogeneita, tali simboli si riguarderanno come numeri
astratti, esprimenti i rapporti fra le linee da essi rappre-
sentate ed 1 rispettivi raggi. L.a quantitd cognita od inco-
gnita ¥, misurera sempre un arco sulla circonferenza di rag-
glo qualunque, esso rappresentera sempre la lunghezza,
quindi, di un arco, riferita sempre al suo raggio come unita,
che verra a sua volta riguardato come un numero astratto.
Puo anche in varie questioni essere utile svolgere con
tali espressioni calcoli numerici usando le tavole ordinarie
dei logaritmi delle linee trigonometriche, in questo caso
converra cercare ('ampiezza, ossia il numero dei gradi del-
l"arco x. Se quest’ampiezza si rappresenta con 2, si ha

180
Z=—X
0

Inversamente, essendo data 1’ampiezza 2z, sara facile rico-

I10ScCere x
__ 180

X — 2
T

180

1

Nella prima formola terremo presente che il fattore

¢ uguale all’ampiezza degli archi lunghi come i loro raggi,
la quale e
S 1522308 =STXMT 44 iz

con un errore minore di mezzo secondo.
{80

Nella seconda formula invece lo stesso fattore

rap-
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presenta la lunghezza dell’arﬂm di un grado riferita al rag-
o0 preso come uniia, essa ©
0,0174533...
con un errore minore di un decimilionesimo.
31. — Ci proponiamo ora di svolgere un primo problema :
Trovare la derivata di Senx.
Sia y=seny, poniamo senx=z, otterremo y==z.

h h
&Z_SEH(E"}'&)—EEH:{__HZSEH,2_005 x,.i—_?
i 7 =

.
- e—

h
sen iL
FoR h
— - cos (x -1 ?-)
2

f
Quando k converge verso zero, COS (:z: ot 5 conver-

gera necessariamente pure verso zero, ed il rapporto
h
2

, come la ftrigonometria insegna, tendera indefi-

2
nitamente verso 1'unita. Dunque
dy
——— (0S¥
d % =
La derivata di senx e cosx.
32. — Trovare la derivata di cosx.
Dal precedente problema possiamo dedtirre che
(1) dsenx f(x) =cosf(x).f (x)dx
da ecul se y=Co0SX, avremo

Dalla (1) sappiamo
dsenAx —cosAxdAx
& per conseguenza

11 1<
dy=cosAxXdAx = cos (—-~—--x) o) ( i —x) — —senxdx

2 2
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da cuil risulta finalmente

dy
—= .- Sen¥
Sige
Da quest’ultimo risultato deduciamo che in generale
dcosf(x)=—senf(x).f (x)dx
33. — Trovare la derivata di tang x.
Come per i precedenti problemi, si ponga y=tangx, ed
essendo dalla trigonometria
sen x
tang x —
COS X

sara, app.icando la regola per derivare un quoziente
cosxdsenxy —senxdcosxy

dy = —
Y cos® x
_ cos?xdxtsen*xdx dx
= cos? x ~ cos?x
e per conseguenza ancora avremo
d |
&y _ = 1" tang%
dx coS*x
34. — Trovare la derivata di cotang x.
Essendo
d t X <
ang x —
8 CcoS® x
sara in generale
[ (x)
d tan )= dx

da cui essendo, come la trigonometria insegna.

T
cotx:tang( x)

2
T dx
tay = d'tan — x| = -~
gice 5 ( 2 ) sen® x
da cul risulta immediatamentes
gyl
dx  sen®«x

Le derivate sia di tangx che di cotang ¥ Si possono pero
trovare anche direttamente, partendo dalla definizione nota
della derivata di una funzione.
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35. — Trovare la derwvaia di SecX.

Essendo
dcosxy = —senxdx

sara, come abbiamo visto, in generale
dcosf(x) =—senf(x).fF (x)dx

da cui essendo, come la frigonometria insegna
1
SECY =
COS X
1 Senx
= = dx
COSX COS

da cul si deduce immediatamente

disec.x=d

diylsS=seny
dx = CoS*x%
36. — Trovare la derivata di cosec x.

Essendo
dsenx —cosxdx
ed in generale

dsenft(x) = cos filx). 1/ (x)hdx

da cui essendo, come la trigonometria insegna
1
sen x
IR lcosi
sen x  senx
da cui s’ottiene immediatamente

COSEC X —

d cosecx =d

AT icoS X
d x sen® x

37. — Le precedenti funzioni trigonometriche, che con-
tengono linee trigonometriche espresse per mezzo dei ri-
spettivi archi, si denominano funzioni trigonometriche di-
rette. Quelle invece, che contengono archi espressi per
mezzo di una loro linea trigonometrica, si sogliono dire
funziont tr.tgonumetrwhe inverse.

Per rappresentarie si fa uso delle denominazioni arc sen %,
arccos X, arctangx, ecc. Esse eapnmmnu come abbmmﬂ
detto, 1’arco il cui seno € x, l'arco il cui coseno € %, ecc.

Si sa dalla trigonometria che ad ogni valore di x corri-
sponde un numero infinito di valori delle funzioni arc sen %,
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arccos x, ... giacche infiniti sono gli archi che si possono
prendere su una circonferenza.

Quindi, se per ognuna di codeste funzioni, si riguardano
valori come tante funzioni distinte di x, e se si cnn51deranu
due qualunque di queste funzioni, esse sono tali che o la
loro differenza o la loro somma € costante, & percio le lore
derivate sono le stesse, o differiscono SD]D nel segno.

Ora, se con le lettere X, Y, Z, U, si rappresentano i

- [ ] L] L L - a T r
rispettivi valori di arcsenx, che puo variare tra — 2"' e 2: ;
di arccosx, che pud variare da 0 a =, di arctangx e

; T g :
arc cotangx, che variano da DT e — s esesi rappresenta

con m un numero intero qualunque, positivo o negativo
od anche nullo, si ha in generale

arcsenyx =mmn+ (—1)"X , arccosx=2m=n=x (+1)Y
arctangxr=mmn—+ (-+1) Z

arccotx = (2 m -+ 1) g —(—1) U

38. — Proponiamoeci ora il seguente problema :
Trovare la derivata di arc sen Xx.
Sia y=arcsenx, sara x¥x=seny, da cui derivando

cosydy —dx

da cui, come sapplamo,

(=T

e
dx Ccosy

Essendo perd cosy = + V1 —x? sara

gy o 1

d x V(1 — x?

Alla derivata oftenuta bisogna dare lo stesso segno di

cosy, se fra i valori di arcsenx si considera quelu che
T ]
ha minimo valore ass-':}lutc: ossia quello che & da — % 4

bisogna darle il segno Xx.
In generale abbiamo

f(x)dx
d arcsenf(x) = L - T
V1 —f(x%)
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39. — Trovare la derivata dr arc ¢oS x,
Sia, come al solito, y=arccos¥, sara cosy=%, da cui
—senydy —=dx
onde
dyl 1
d x Sen y
ma essendo seny= -+ V/1—3x2 avremo
(s e B
e RV
X Vl — 2

Alla derivata oftenuta bisogna dare segno contrario a
quello di seny; quindi, se fra i valori di arc cesx si con-
sidera il minimo positivo ossia quello che & da 0 a = bi-
sogna darle il segno —.

In generale abbiamo

— i )d
SVi=m e

Come abbiamo visto le derivate di arcsen x ed arc cosx,
per uno stesso valore di x, sono eguali, oppure differiscono
scltanto nel segno, secondo i segni che loro si danno,
ossia secondo i valori che si cnnslderanﬂ degii archi.

40. — Trovare la derivata di arc tang x.

Poniamo ancora y=arctang ¥, sara x=tangy, da cui

dx = (1 tang®y)dy

d arc cos f (x) =

mde si ricava
dy 1 Vi)
dx 1-4tang?y 1 x2

Ed in generale

f(x)dx
I+ f(x)?

Similmente si ricava pure anche la derivata di are cotang %
che risulta di valore assoluto identico a quello della derivata
di arc tang ¥, S€mpre per uno stesso valore di x, ¢ di se-

gno contrario, qualunque siano i valori che si considerano
dcgl archi. Cosi sara

d arc tang f (x) =

d x

d arc cotang ¥ — —

e
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da cui immediatamente

dy vu i1
dx 13442
41. — Dopo quanto sino qui si dimostrd per le funzioni

trigonometriche esplicite, sara bene studiare le varie appli-
cazioni, essendo in grado di derivare qualunque funzione
esplicita ad una variabile, nella quale vi siano espressioni
trigonometriche. :

: x . .
1. Sia y =sen T cerchiamo la sua derivata.

Si ponga anzitutto e z, risulta y —sen z, da cui si ha

diyl sdiyindz
dx ‘dz dx
ove
d:y = dz 1
—=— == C0S 2 _—
Z dx a
da cud
dy ] COS 2
— = —(C0S Z —
dx a a

ponendo ora per 2z il suo valore, s’ottiene

X
COS — X
d = COS ==y
a
{1 .

2. Sia y=x—senxcosx: cerchiamo la sua derivata.
Applicando le regole per la derivazione di un prodotto, ot-
teniamo facilmente.

dy—=dx—cos’xdx -+ sen®*xdx—=
— (1l —cos®x-+sen*x)dx —=2sen*xdx
da cut si ha immediatamente
d
'Y — 2 seny
dx
3. Sia da trovare la derivata di tangx +sec¢ x, poniame

come Sempre

y = f (tang x + sec x)
sia ora tang x-+secx¥=z2, avremo
| v.=1f(2)
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da cui
dy dy dz
A d 7 A
ovie
dy = senx d_z__i
dz ¥ (cos?x)? ’ d%
quindt
gy, o Senx COS ¥

—

dx~ (cos?x)? (1 —senx)?

4, Sia y —=sen™ (a x + b) ; sara
dy =msen™* (ax+b)dsen (ax +b) =
—amsen”™* (ax+b)cos(ax -+ b)dx

da cul
dyme L
T @msen (@ x 4 b) cos (@ x 4+ b)
5. Sia y=Ilog (senx); si ponga
SeniX =iz
da cui
y — log 2
quindi
doyl drdig
dx dz dx
ove
digis. d
é_x —= "'z_ C ﬂ — CO0S %
onde
80 L g o o il
i = sens — cotang x
6. Sia y=sen (logx); si ponga
logiy =2
da cui
yi=isen:z
quindi
dy dy dz

—

dx dz dx
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ove
dv__msﬁ dz. . .1
d x ¥ H dx = A
onde
ay __cosz cos (logx)
dx e X
: 4 —3x%
1. Sia § = arc cos -5 SI ponga
4—32 0 y
Sl S
con i medesimi procedimenti, abblamo
1
dy i
T = : = 4 — 3 x*\* =
VU =z i 13

—

#\r-’f(1:5—9:t4—}—24x2——16)

dz. —6x 3y (@ =9 3=
dx x5 i E3
quindi
gy | X2 3 (x*—4)
dx = Vit —9x*F2ari—16) . X
N et WS B 3
v Vi —1) (22 — ) Viz—1)
42. — ESERCIZI.
(1) log cotangx =19 ;
dy _ 2
Ydx T %sen2x
(2) tanéﬂ - taﬂj:—f*.‘.ijJ ;
JEYIE ]
| e = tang*x
(3) (a® < x?) arc tan {‘-Ii — 4"
dy

43
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() elGrEitisen iy =— 9 -

(5) tanas =y ;

(6) sen Gl e = Y
L2y
s
(7) tang—'(ntangx)=9y ;
dy
> dx

4y
Sdx

(10) 2 leg senx - ecosecé =y ;

Sl

“dx

b - acos X
11) arc cos —! — 1
WilSecole 2 b cos x Y

2a
1 — x4

(12) arc tang —9

(13) 5 \/a_b arc sen

— o latz)2o (g—l—:{) Sen ;’E+Cﬂ53’5

1
secéq = ; _i.
” oga . a

I

= mseniy)f=tseniin =1

n
cos?x + n?sen’x

|

e E--EE‘IJ 1k, CDE x

_ cestr—ssensk
1 +—sen2yx

¥

— —2coi3x
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(14) arcsen (3x —4x3) =19y :

(15) log (cosx +-senx)y ;

;dx 4
| —senx
(16) lo V =iy
ek 1 4+ senx 4
S o
Al oSy
T X
(17) I{Jg tang (T ‘+' _2—) —
dy 1

(18) x.f”. EEE]‘I$ P y ;

dy s,
: __; — =1 psena (o _j_ X COS x)
(19) xenz — .y
q & lseh
’_}f :Ihtﬂ-’ﬂf = ! msxl:ﬁg t}
X \ X /
(20) log \/‘ ma A IS .
1 -cosmx ’
e T
’dx scomx

(21) log (x sen x + cos?x) =y ;
dy _ senx—sen‘x +xcosx

L x sen x - cos®x
(22) logcosx =19 :
dy
_ ) 7, — — tangx
(23) log fangx =y ;
ay 2

e

_ _— — —

*dx.  sen2x
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(24) log arc cos V/1 — x? :

S :
"dx /1 —x2. arcsen x
(25) sen Sx | 5511”7::;: e sen 1l x ;
5 { 11
d
;,—:Lrl —4senzxsen3d xcosbx
dx
CAPITOLO QUINTO.
Derivazione successiva.
43. — Se x ed y dinotano quantita tali che ciascuna dj

esse si capaciti di variare indipendentemente dall’altra, os-
sia che ciascuna di esse varii senza disturbare 1’altra quan-
tita, si potra derivare l'una quantita rispetto all’altra, te-
nendo, come abbiamo fatto sino ad ora, y funzione dipen-
dente di x, ed x funzione indipendente, si potra invece de-
rivare ugualmente rispetto ad y derivando la sua derivata.
In questo caso la funzione che ne risulta vien detta seconda
derivata della funzione x, mentre costituisce la prima derivata
la funzione che deriva da y funzione di x.

: i T I
LLa derivata di E_i_ sara quindl la seconda derivata dells

funzione y rispetto ad x, e si rappresenterd brevemente con
y’" oppure " (x)

e cio® sara
d
dx *
. : . d?
Continuando, se si deriva ancora la T2 la derivata ri-

sultante si chiamera ferza derivata della funzione y ri-
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spettol ad x, essa cioé sara la derivata della seconda deri-
vata della funzione y, € si rappresentera con i simboli

yh"f Uppure f!f!’ (x}

e cioe sara
. a
d xd = d'—;i
d

Si potra cosi continuare a derivare ogni successiva deri
vata, e si giungera alla quarta, quinta, ecc., derivata, ed
in termine generale se si faranno n derivazioni successive
della funzione y, l'ultima derivata a cui si giungera dices:
n eslma derivata della funzione vy, € si rappresenta con i
simboli

y™ oppure f (x)

Quando nella formazione delle successive derivate di
una funzione ¥y, se ne trova una costante, appunto perche,
come/ sappiamo, la derivata di una costante € zero, le
derivate seguenti saranno tutte nulle.

44. — Sia y=f(x). S¢ x & una quantita variabile indi-
pendente il suo incremento differenziale si considera come
una quantita costante; da cio ne deriva quinds
2y =d{fi(x)dxt =dx.dff(¥) =dx.f*(x) dx= ¥ (x)d %3,
gy =d {f (v) dt | =M (x) d 2,
déy =d {75 (x) d 2% =7 (%) d x5,
dry =d {0 (x) d 2" =™ (x) d %7,
risulta che come abbiamo a priori determinato
aty ™ y

2"

fII (Jlf) — @ fIII (I’) —_— f{?t] (1" - —
g d x5 (STt

Se invece x dipende da un’altra variabile u, € funzione
di u rispetto ad x, & lincremento differenziale di x e pure
furzione di questa variabile indipendente, percio abbiamo
B=d it (x) dxt =" (x)dx®+ [ (x) @9,

Ay =d }f X (x)dx} =d (d29) = (x)d 23 3 fH (x) dx d2x -1 (x) d*x,
ddy = d §f= (x) dxt = d(dPy) = Y (x) d %3461 (x)d x2d3x—+-
43 I (x) (d3x) 244 2 (x) dx d3x [ (%) &°

e cosi di seguito,
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Quindi, se come abbiamostabilito z & la variabile da ciui
x dipende, otteniamo
x = ¢ (u)
inoltre y quale funzione di %, rispetto la variabile indipen-
dente u, sara espressa dalla formula

y = fie(u)f

da cui, rappresentando con ¢ (#) questa funzione. sara
$* (1) =% (x) . @ (u),
G () = M (x) 39T () 2+ 2 (%) . o™ (u),
b (1) = FIEH () oot () 2 4= 3 () . 9T(1n) . ™) -2 (). 9™ (),
U (1) =157 () ) P60 o) g () 25008 ) -3 ot ) -1
T4 ) . ot () . ™ (1) 41X (x) . 91V (u),

eiguito.

=5. — Proponiamoci ora il seguente problema :
— [rovare le successive derivate della funzione y=log x.
Sappiamo che Ia' prima derivata di y=logx &

e cosi di
45

G ST
Do il
la seconda derivata essendo la derivata della prima, sara Ia
derivata della quantita variabile —;—1, Se cioe
S (L (lles )P0 ;
A = %3 g
UEY Sy 1
dx? 12
@ cosi di seguito si otterranno
R T
dx® %%
d*y @
GRS, T x4

0 etV St )]

—
, ———

\ d it L
4. — Cercare le successive derivate della funzione
}]'_.-__m x'ﬂl
La prima derivata sappiamo che & data
d y _
Y ==romty ol

dx
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derivando il risultato otterremo la seconda derivata, ecc.,

dﬂ
E—x}é = m (m— 1) x™2
dﬁ
— = m(m1—) (m—2) xm=?
dﬂ- }1’ o
P (m—1)(m—2)...(m—n-+1) x
Nel caso che ’esponente m 8ia intero e positivo, si ottiene
jxj: = m (m— 1) (m2) a2

da cui deriva che la mesima derivata di una funzione intera
di x di grado m & costante, € che quindi le derivate succes-
sive sono nulle.

47. — Avendosi due variabili y ed x espresse in funzione
di una terza variabile indipendente u, trovare le successive
derivate di y, funzione di u rispetio ad x.

Essendo y=7f (¥) ed x= ¢ (u) sara, eliminando y =1 ()
sara, eliminando uz da tali equazioni € risolvendo 1’equazione
risultante rispetto ad v,

d yi= fix) %
da cui
d
(1) ) = ==
onde
@/ (u)
(2) | }” (%)= Lpf (1)

Derivando i due membri della equazione ( ) si hs
dy dxd‘y—dydix

f”(ﬂdﬁ::fid—xﬁ L
0ssia
dxd?y —dyd?x
3) pllgt—te
Con cio

| " (u) &7 (u) — 47 (1) ¢” (a)
(4) 7 (x) = —— Yoo/ (1) §8 |
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Derivando ancora i due membri della (3) si avrebbe Ia
terza derivata f*(x) e cosi di seguito. '

Osserveremo che si poteva anche risolvere il problema
ricavando le derivate di f (x) dalle equazioni del paragrafo
precedente relative al caso di x non indipendente.

48. — Col procedimento tenuto per risolvere il prece-
dente problema, i sono trovate le derivate di y rispetto
ad x, espresse per mezzo di y € di x rispetto a u. Posto
che le funzioni variabili y € x siano indipendenti, ossia siano
tali da poter variare senza disturbarsi reciprocamente, e
sia u una terza quantita, come 1’abbiamo sino ad ora con-
cepita tale pero di poter variare sia con il wvariare della %
sia con il variare della y, si dird che —u e funzione delle va-
riabili indipendenti di x, y—.

Con ci0 non si pud ottenere che, necessariamente, una
sola derivata rispetto ad x della funzione u,, quindi non si
puo ottenere una derivata rispetto ad x ed a ¥.

Siano dungque

G s AT

1r dat’ aw " e

derivate di u rispetto alla variabile indipendente, e sola va-
riabile, ¥ — e siano

du d¥uy Gdln  qru

d}} 3 d}}z ¥ d}}a LB B d};“ [-

derivate di u rispetto la variabile indipendente, ¢ sola in-
dipendente, y— abbiamo che per derivare una funzione di
due variabili indipendenti, bisognera supporre che le diie
variabili possano variarel solamente — una alla volta. —

Riprenderemo , pitl innanzi, la questione.

-49. — Data I'equazione x — ©(y) trovare le derivate di 9,
considerando x variabile indipendente ed Y Sua funzione.

Si rappresenti con ¥ = f/(x) 1’espressione che si otterrebbe
risolvendo l’equazione data, rispetto ad Y, si avra differen-
ziapdo' i due membri dell’equazione data,

dx=9" () dy=qo () F/ (x) d x

da cui

dp. ]

dy 9 ()
Si derivino i due membri dj quest’ultima equazione. si
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ofterra ancora

' (%) d x = —d {0’ () [¢/ (y)] 3
=3[’ Mt 0 Pdy —[o/ W] o (y)dy
=3¢’ M7l () |

da cui

ilinae Sl (Pl ) ()
el [o” () ]°

Procedendo in modo analogo troveremao successivamente
la guarta, quinta, ecc., derivata di f (x).

Nelle formule precedenti si potevano anche trovare le
derivate di f (x) facendo u=y e ¢ (2) =9 come nel pre-
cedente paragrafo.

Qui moteremo che le funzionif (x) e @ (y) diconsi inverse
I'ina dell’altra; quindi, per cagione d’esempio, le funzioni

x"™ e log x sono rispettivamente inverse della funzioni
I

\/37 ed ev.

1

Essendo
y=7) ed x=09(y)
Si ha
flex)]=y e o[f(x))=x
ove si scorge facilmenter che se si prende mna data funzione
di una variabile € poi del risultato si prende la funzione in-

versa, il risultato finale e uguale alla variabile ossia la
seconda operazione distrugge l'effetto della primafl Cosi

.
Vam=x ed elogs—x«

Codesto procedimento di risoluzione dicesi cambiamento
della variabile indipendenie da x ad 9.

50. — Sappiamo che ,
1
5 S dy dy dz
—Z —d e che e —
(1) dx {—i-; dx dz dx

ove z & una terza funzione variabile indipendente.

Date x ed y, tutte e due funzioni di quest’ultima varia-
bile z, si cerca di esprimere le successive derivate di y, ri-
spetto ad x, per mezzo delle derivate di y ed x rispeifo a z :
effettuando il cambiamento della variabile indipendente.
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Otteniamo dalla (1)

d
da cui
dy dy
d_?_y_ d ;_ d d—zdzﬁ
dx* dxdx dzdxdzx
d 7 dz
d?y dx d’x dy deydx iddxidy
_dz?dz d2zdz dz d22dz dz2dz
T L R LT e
(&) (@)

In seguito otteniamo
diyidy Ndixdy
d® d dx?dz dzdz
dx® dz d x\?
ay
ove, come facilmente si osserva, non & pilt x la variabile

indipendente, ma la funzione z. La (2) pud venir espressa
dalla

(dﬁ Y dx daj: d }’) (d ;-(:)3 3(@)2 dzx d? y dx d_ﬁ v d V

\2)

dixSdizedd z5d 2/\d z dz) d22dz2dz dz2d dz
dx\4 A
3\.. e
(9) ; (d z)
(dgydx __dgxdy)dx S @ (dy dx dﬂxdju)
dxbdz dz¥dzldz d z* dz2dz dz2dz
d 2
T s * f . d*y
similmente possiamo esprimere :a quarta derivata Tat

< cosi di seguito.
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S1. — Proponiamoci ora il problema seguente :
Cambiare la variabile indipendente da x a z in una
equazione della forma

dy 4%y d“:v) b e
(1} f(i‘f, }’,dx A e ) == 3

eSsendo ax--b—=e*
Abbiamo anzitiitto che essendo

dy diysd s e
e dz'ded ax -+ b=—¢e% si ha
dy dy

— —= e =% —=

dx 2 dz

Deriwando ulteriormente, la derivata cosi ottenuta, ri-
speftto ad x, si ottiene la seguente espressione-:

729
dr dﬂ}l {IE.(E—'E@) th—
dx  dx? dz dz x
d?y d}*)
e 2 —E — T —g T
Lk Gl
asys gy
PO 8—z
S (dzﬂ dz)

che si puo scrivere simbolicamente sotto la forma

dgy 2 p22 d )d’}!-
dxﬂ—ﬂﬂ dz 1 dz

che sard la seconda derivata dell’equazione data rispetto ad x.
Derivando ancora codesta seconda derivata rispetto ad x,
ptterremo

ddy . d; _ﬁz(dﬂ}r d}') dz
g:.-a-'—-— e - = - y — ==
s d 2 dzs gz dx
dy  d2y) _fd*y d}:)&
. L a a7 : —2% .
i 5 (dz3 d 22) i (dzz dz
ddy d*y d*-*-vdv)%
— A8 p—3 =i = K -
Fae }dﬁ dzﬂ) Z(dz-dz

|
—
iy
4.
),
—
L
Lol
&
|
oY)
2,
B
2
+
0o
|FL
b
S —
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Osservando la penultima delle espressioni che determi-
dsy
d x®
licamente sotto la forma

3
Q:ﬂﬂe—ﬂz(_d_zl)(i_z)dy

nano , S1 vede che pud essere ancora scritta simbo-

dz

che sara le terza derivata, dell’equazione data, rispetto
ad x. Si potra cosi continuare di seguito, per la quarta,
Juinta, ecc., derivata, ed in termine generale si avra

ary g d d : dy
T (éﬂ 1)(@ 2) (m—” H)&z

Concludendo osserveremo che sostituendo nell’equazione
(1) in luogo di

dr wd2y ary
"dx’ dax? "7 dxn
le loro espressioni in funzione di z, anziché di x, come

abbiamo fatto ed alle successive derwatﬂ di %, le succes-
sive derivate di z, si ottiene 1’equazione cercata.

X

02. — Il seguente esempio chiarird quanto si & detto
nel -p.ajracrrafn precedente. Sia data I’equa?ione
ax+b]3d 3—|—3a(a:1:—{—b 2+2 (ax 4 b)— —2y=0

L’equazione Pra y € z sara allora

20y
ﬂ?—-- 20— — = )
1= a)’ - —29

procedendo come abbiamo fatto.

53. — ESERCIZI.
d v

1. y=2a° ;(ﬁ = (a® loga),
dE
ﬂj; = (a® loga)
 d"
'dvﬁ — a” (log. a
dv

2. y=—=senx

H

COS %
'dx 2 'r
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_dsz = Sen ¥

A ;

d®y

:—= — —— CO0S X,

d x3

; a a N ] 5 ®
ary nw
—— =—§en X = -

Per comprendere come si possa giungere a quest'ultimo
risultato, bisogna osservare che

|
w
D
—
o

sen ¥ — S

Tk ’” 1
CoS X = sen > x| = sen i xl,
2000 5 \
—senx = sen | m+x | = sen o7 ] xj,
— e0S ¥ — Ssen Fagt x)—sen e \
' = A = Tk

o

ed in generale che

ary o LT S ,
d:x:""‘ = sen ¥ + 5 ) come si doveva dimostrare.
dy
3. — C0S Z — — S€EINl X,
y ¢ dx
ds e COS X
d x> i
dy
— Sen x.,
d x3
ary cos | ¥ e
dx® SRR 2
4,
: : X d X
Trovare la seconda derivata diy = fant =) 2 5 >
WA S XS =)
d2y 2XY
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5 .9=4x*—5x-43

¥x=3822—4z—1;

ay
'dz
d?y

—z——24x(6z——4 '+ 0 (12 x*— 5)

= (12 x2— 5) (6 2 4),

' d
d®y

;dzg-_24 (62— 4)° 1 18 x (6 2 —4)!
d

: — A\?

} 5= 864162 —4)2 31

dEy__

% = 25920 32 —2)
dy
,dzﬁ_ﬂWTGU

Essendo come si vede costante la sesta derivata, tutte

le altre sono nulle.

X
) Y = tang —1 —
_ 2 ;

1. Trovare la quarta

8. Trovare D’ennesima derivata di

Sy a

‘dxy = @

d?y 2% a

’dxz (x2 - a?)?

- S By o oy .

d“ nxa

dx:i j: 2__{_&2)11

derivata di 1 e di ﬁalf;*

e’ — 1 e $

i“)d*j’_emlle”—]—lle“—{-e"’:
d x4 (e —1)5
dty 1

s (2) djc‘_e*’m_zilﬁx—m._ 144x —10 -

=800 =S8 20/ =51

1
a® - xﬂ
. any

’dxﬂ_ﬂz V{ 1}; —aV{—I]

1

e = —

[ﬁ “+a V(:-—li] nika
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9. Trovare la quarta derivata della

Yi=lax b =me X4 iy s
*@—-24“:1
A

10. Trovare l’ennesima derivata di y = e**

ki
i
. : ) 1
11, Trovare la quarta e quinfa derivata di y = x* —
d*y 4.5.6.17
- d—_j;.'j‘" — 2 . 3 . 4.' . xs
d’y 4.5.6.7.8
'd x5 %3
12. Trovare la quarta derivata di y=sen(ae+ b)
4
;d Y — g% sen (ay <+ b)
d x*
13. Trovare la nesima derivata di y=xe*
d‘ﬂ}-,
e et
{4 Cambiare la variabile indipendente da x ad y nella
equazione
By Gy (V) il (d:v)‘“‘ (_d_a_) 0
dxd dx d x? dx2\dx dx
dx x|
iy Zdyﬂ Fx =10
15. Cambiare la variabile indipendente da x a z nell’equa-
zione
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16. Cambiare la variabile indipendente da x a 2z nella
equazione
d? x

(1+x3)2dx£ 2 (1 —2x) (1 4+ 22 -{—y—[}

essendo x=tang 2

d7y
> d 22

a y AR
—Z—HW—

CAPITOLO SESTO

Sviluppo in Serie di funzioni.

57. — Un’espressione algebrica, quando consta di un nu-
mero finito di termini, si dice pmimﬂrmﬂ quindi 1’espressione
i
i | o
¥ 2 4 + 8

¢ un polinomio, perché consta di un numero di termini
che si possono numerare, quattroe, l’espressione invece
el L i Nty Soai e il 2oy
2102 . 3 2R a3k sk oo
constar di un numero di termini che non si pud numerare,
e che quindi e infinito. Un polinomio, quando ha un mnu-
mero infinito di termini, positivi o negativi, formati secondo
una determinata legge, prende il nome di serie; & una
serie la progressione geomeftrica

at+ax+t+ax*4-ax*+...4+ax"+ ...

quando, come il caso, la si immagini prolungata all’infiinito.

55. — Se la somma, che: si rappresenta con Sn, det primi
n termini di una serie, Si approssima indefinitamente ad un
determinato limite, quando n cresce indefinitamente, la seri€
dicesi convergente, ed il limite che si rappresentera con S,
verso cul converge fale serie, dicesi somma della serie€.
La differenza S—S8n, la quale & uguale alla somma dei ter-
mini che seguono l'ennesimo, € che si approssima indefi-
nitamente a zero, quando n cresce indefinitamente, chiamasi
resto della serie dopo l'nesimo termine, € si rapprsenta
con In.




b
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Se invece, viceversa, la somma Sn non si approssima ad
un determinato limite quando n cresce indefinitamente, la
serie dicesi essere divergente.

] 1
Laseriea’-l—z{z 3|2;4

come sappiame, rappresenta la base e dei logaritmi nepe-
riani o nafurali.

La serie a+ax+ax®+ax®... nella quale le quantitd a ed x
possono essere positive o negative, € convergente sola-

«s0 € CONVeErgente, essa,

mente quando il valere assoluto di x € minore di 1, cheé
st ha dall’algebra che tale serie
i
S n=ida ]
| ==

€ questa quantita, per n crescente indefinitamente, si appros-
sima proporzionalmente al valore limite

a
S__.
1+=x
In questo caso
== —— arll n
Rn:i reeg(b=a")oay
a = l—2x

La serie precedente & invece divergente quando il valore
asscluto di x € maggiore di 1, perché alora il valore della
somma Sn cresce indefinitamente con il crescere di n. La
medesima serie rimane divergente anche quando il valore
di x & uguale ad 1, perche in questo caso essa diviene
della forma

a+at+a+at+a+.,.....

da cui la somma Sn dei primi n termini sard an, di mods
che il valore assoluto di Sn diviene infinitamente grande
sieme ad n.
86, — Si abbia la serie
at+2a+3a+...+na+...

@ssa, come ogni altra serie, pud venire espressa dal simbolo
0
> na
Tiad

che si legge — sommatoria di na per n variabile da uno ad
inflinito —, equivale quindi alla somma di infiniti ter-
wini del tipo ne, in cui ad n puo attribuirsi tutti i valori
interi e positivi compresi tra 1 ed 00
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Nello stesso modo il simbolo

n="h

e
n-k

che si legge — sommatoria di na per n variabile di h a k—
equivale alla somma
ah+a (h+1)+a (h+2)+... +a (k—1) +ak.

Questo simbolo € molto comodo perché permette di scri-
vere in una breve formula, un’espressione che sarebbe lun-
ghissima se non infinita, come quelle sin’ora qui considerate.

97. — La serie

1 ]
(1) 14—

] | |
3 | 4 | =eoe

¢ divergente, poich& le si puo dare la forma

1 | 1 1 ] 1 1
T Vo (B SR N

onde si vede che essa € maggiore della serie

1 1 ] 1 1 ] 1
| l | | F
1 2 I (4 4) I(8 I B+8 | 8)|"‘

la quale e divergente, e ¢id0 pud fornire um criterio di di-
vergenza per la serie (1).

Si vedra, nei seguenti paragrafi, che sovente conviene
dare a certe quantita la forma di serie, specialmente quande
si ha da determinare approssimativamente il loro valore.
Ma €& pur egualmente chiaro che data una serie, le si puo
attribuire una data quantita, in questo caso la serie deve
essere convergente ed ha per somma la quantita stessa. L
di specialissima importanza in tutto il calcolo saper deter-
minare se una serie € convengente o ¢ divergente.

Sovente per fare cid bastaparagonarla ad una serie mag-
glore o minore la quale si sappia essere convergente o di-
vergente, questo € il caso della serie (1). '

58. — Sia data la serie

H1+ﬂg‘—ﬂ3+.-.+un—|—--.

si ha, come sappiamo, u; =R, — R, ove t resti R,—1¢€
Rp s1 approssimano indefinitamente a zero con 1l crescere

di n, dunque anche u, per n tendente a oo converge
VErso Zero.
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Cio basta a fornirci un criterio di divergenza :

— quando u, non converge verso zero, col tendere al &0
di n, la serie & divergente.

Non & pero sufficiente benché necessario, ammettere che
la serie & convergente, perché col crescere di n a1y
tende verso zero. Cosi la serie (1) del paragrafo prece-

: 1 :
dente, la quale ha per termine generale = decresce in-

definitamente col crescere di n, purtuttavia non € con-
vergente.
59. — Sia data la serie

j"_lh?ugj:ua_-{-_“.iuﬂ_1¥uﬂi...

ove u,, U,,... rappresentino n valori assoluti del termini,
e questi abbiano segni alternativamente positivi e negativi,
mentre, per ipotesi, i loro valori decrescono con il cre-

scere di 7.
La somma Sn si pud scrivere sotto le forme seguenti

Sn+(un+1"-_un+2)+(un+3_uﬂ+é) ; oo (uﬂ-ﬂ—l_unﬂ)_l_ui!

So =iy —tUis) == (ngs— ngs) — oo — (Bp—1 — Uy)

In queste formole i binomi Zpt+1— Un4s, — Bnts — Unts,
ecc., ed ibinomi Upya— Un+3 — Un+s — Unis, ©€CC., SONO
quantita positive. Dunque Sp € compresa ira Sn ed Sn+r.
In modo analogo si dimostra che Sp & ancora compresa fra
Sn ed Sn-1 quando #,41 od u, od ambedue queste
unitd sono precedute dal segno —. Se dunque Sp € sempre
compresa tra Sn ed Sn+1, © per consegucnza il valore as-
soluto della differenza Sp—Sn & minore di quello della dif-
ferenza Sn--1—Sn. Ma questo & U1 € Per ipotesi Up4q
decresce indefinitamente col crescere di n. Dunque Sp cre-
scendo indefinitamente p, COMVErge verso U determinato
limite, quindi la serie & convergente.

— Unag serie & convergente quando, a pariire da uno
qualunque dei suol fermini, i termini SuccesSLvl SOno al-
térnativamente positivi e negativi, ed i loro valori assoluti
decrescone indefinitamente.

Ecco un esempio : La serie

1 1 I 1 1
1'—"'5‘+3 4+5 .l++n see

& convergente, ed il valore assoluto dell’errore che si
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commette facendo soltanto la somma dei primi n termini &
minore di
1

n-1
60. — Sia data la serie
Wyt s U »a- 4 ln
si rappresentera con k il limite a cui converge il rapporto
o~ |
Un
quando n cresce indefinitamente. Quindi : la serie

1 1 1 1
Diclor il = ] [ oy
+2+2j‘2£Aﬂ ‘L&4”m+“”

ha per limite
: 1 1 1
K—ilim ) =197 — ()
“(laﬁmnﬁkﬂ] 2ﬁﬁ”ﬂ) i”1n+4 U
e per la serie

at+ar—ar®+ar’t ... +arr . ..

)
K = lim — 1 -
1 = | I 1
€ per la serie
1 | | 1
1 L =71H | | |
R R A s T TR
'—-—I-n
kK =—lim T —
1 1 1
61. — Sia data la serie

H1+Hz+“3+~---+Hn+un+1+-“ ()

¢ sl rappresenti con « un numero qualunque compreso tra

il suo limite k ed 1. Il rapporto Unt1

, convergendo verso K,
mn

¢ chiaro che vi sara un valore di n tale che, per esso e per
1 valori maggiori, tale rapporto sard minore di o. — Sia p
questa valore ; sar3

Upt1 < & Tp,

Upto << O Upyq < 02 1y,

Upts < 0 Upyp < o Uy,

Fn ] a - [ ] @ o ] o
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onde Upp1 - Uppe 4+ Upps Foee <tp (@ o - S A
Ma la serie « -+ a?-+«®-4... € convergente dunque ¢
convergente anche la serie Uppi 4o+ UpisTo-os ©
e per conseguenza anche la serie (1)

— Una serie & convergente quando il valore assoluto del
limifte k & minore dell’unita.

Si pud dimostrare anche inversamente che

— Una serie ¢ convergente quando il valore assoluto del
limite k & maggiore dell’uniia.

Siano in questo caso Uy, Up, Us, Uy »e« Uy vaiori as-
soluti dei termini ‘della serie. Essendo il valore assoluto
di k maggiore di 1, vi sara un valore di n tale che, per
esso e per i valori maggiori, il rapporto uﬂjl sara mag-

giore di 1; ma se
i, + 1
Uy
Dunque, crescendo indefinitamente 7, i valori assoluti dei
termini crescono, quindi, come abbiamo dimostrato piu So-
pra, la serie & divergente, come si voleva dimostrare.
62. — Al posto delle quantitd uy, Us, Us, « - Uy, .« . Nella
serie (1) del paragrafo precedente, noi possiamo porre delie
funzioni, otterremo cosi una Serie di junzioni, cosi, ad es.
hﬂ 11 i h° 111
x) + h f1(x) X X) s~
f()+}t()|1.2f ()t].-Zqu {)+

e l’algebra ci insegna che codesta serie di funzioni puo
essere espressa simbolicamente dalla formula f (x + h). Di-
mastreremo ora il seguente teorema pitt generale e che €
noto softo il nome di teorema di Taylor. — Se la funzione
f(x) e le sue derivate sino alla nesima inclusa, sono conti-
nue per i valori della variabile da x ad x+i, Si ha

> 1 sara uUp4y1 > Uy

62 1/ | h I/
f(x—f—k)ﬂff(x)"i-'h‘—zf (%) 1_2_3}” (X)) + . oo
hﬂ—*l hn

+

l.2=3...(n—ﬂ1)f{ﬂ1]{x}+l.2.3...nﬂm eritald)

essendo — 0 compreso tra 0 ed 1.

Cerchiamo ora di dimostrare questo importantissimo teo-
rema. Anzitutto occorre dimostrare che essendo ¥ ed k due
quantitd date gqualunque, e stando le ipotesi fatte, il resto,

e
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che si rappreséntera con R, risultante dalla sottrazione del
primi n termini della serie
h? h
/ 1 4 | /] A
fie) e B G6) o ) S s 1 ()

n

da f(x -+ h), & uguale ad TG - f(®) (x 4 8 k) essendo

essendo 6 un numero compreso fra 0 ed 1.

Si ponga
h
R = P
S S I O
essendo P una quantith da determinarsi il cui valore gene-
rale dipendera dai valori delle quantita x, h ed n, € Si
rappresenti x+h con X; sara h=X—x ed

(X—x

(X—%)

2
1(X)—  (v)— (&= x) f(x) i 2) f4%)— 7 2 UGN
(X—2)ir e eaain) o
AR 1.2.3...(11-1)"{ ) 2 3t b0,

Se nei primo membro di quest’ultima eguaglianza si
pone z in luogo di x, e se si rappresenta con ¢ (%), il ri-
sultato di tale sostituzione, si ha

(X=2)¢

p(2) =7 —f@)—X—2)F (2) {2 () ="
(X — 2)»1 k1e (X — z)®
_1.2.3,..(n—1)f{ " @) 1.2.3...np’
(.;E“z) (n:=1) 2 (X — 2) (»=1 i
Pr(¥) = 1.2.3a..(n—1)f{}(Z)+1.2.3...(n——1)P’

e si ha inoltre che l’equazione ¢ (2) = 0 & soddisfatta da
2=x ¢ daz=2X. Di pili, osservando le funzioni¢(z) e (2),si
vede che, per le ipotesi fatte, nell’enunciato teorema, €sse
sono contintie per i valori di z da z=x a z=X. Dunque,
per quanto si disse nel precedente paragrafo, tra x ed X
vi deve essere una radice dell’equazione ¢! (z) = 0, ossia
dell’equazione.
P— ) (2) =0

da cui, se si rappresenta con x -6 (X — x) tale radice, ©

essendo un numero compreso fra 0 ed 1, si ha
P e o =)l =0
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Da questa equazione deriva
P=f™ |x +8.X —x) =f™ (x - 0.h),
€ per conseguenza

h
R

— (n)
i.,2-3,,3.’;-...n}l (%0 h)

In quest’ultima espressione f (x 46 1) vien detto fermine
complementare della formola di Taylor, ¢ si approssima in-
definitamente a 0 con il crescere di 1.

Ora, se con x si riguarda una variabile indipendente, e
e si rappresenta f (x) con y, k con dx, e f" (x 16 h) dx"
con (d*y), si ha

] 1

flr +dn)=y+dy+ 1509+ r5=5 L0t

i 1
R e i G A (BTN RN ST
63. — Ii termine complementare P e anche eguale ad
h#
TR L
essendo 0 compreso tra 0 ed 1.
Cid pud essere chiarito, ed a tal fine, si ponga
_ R=hP
cssendo P una quantita da determinarsi, il cui valore gene-

rale dipende dai valori delle quantita ¥, h, ed n, e si rap-
presenti ancora ¥+h con X; sara

1 (X) —f (x) — (X —x)f %)

X —%) 4,
T2 [ W=

(X= %)% A PR B
R AT N VY AT oA e s

Ora, se nel primo membro di questa espressione si pone
z in luogo di x, e se si rappresenta con @ (%) il risultato di
questa sostituzione, mentre z viene riguardata come una va-
riabile, si ha che X

& (x) =f(X) —f(2) =X 2) [ @) :

(X = z)ﬂl (n—1) L
SO g gy T AR Bl 60

(X — z)n—l

_3)2;
> 0 R

R8s g s A
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e che 1’equazione®(z) = 0¢& soddisfatta da z=x e da z=X.
Di pil, per le ipotesi fatte nell’enunciato teorema di Taylor,
le funzioni ¢ (z) € ¢/(z) sono continue per i valori di z da
z=x e z=AX. Dunque fra x ed X si ha una radice dell’equa-
zione @' (z) =0 ossia dell’equazione.
—_ =1
p (X —2)

1:2&3111(”“‘"1)
. da cui, se conx —+-6 (X—x) essendo, come abbiamo posto,
l 0 un numero compreso fra 0 ed 1. si ha

Xl g S s
P_[l .2.:!{:2.”.((n:—j;:;]ﬁm[""‘"'{”ﬂ(}'{—xﬂzﬁ3

Da questa equazione deriva

X B X — nl
P e

i, hn——l(l __g)nv—-l "
) R

€ per conseguenza

fM (2)' =

h
i e ey Sl U
64. — Se nell’eguaglianza data dal teorema di Taylor si

pone x¥=D, si ha

() =1(0)+h# (0) - Iffzzf”m) ; 1_’2"_3;fff(o)+..,

hn—1 hn
® o e {H_IJ
+1|2-3-n1(n_—1)f (O)+1-2+3..ﬂ.

In questa eguaglianza si pud sostituire la lettera x con
| la lettera z; quindi ne risulta il seguentel teorema che & noto
| sotto il nome di teorema di Mac Laurin -

— Se la funzione f(z) e le sue derivate fino alla nesima

inclusivamente sono continue per i valori della variabile da
0 ad x, si ha

f{n,\ 0 h

FE) = O+ 21 O+ 55170+ 5 170+ ...

e e

-y
1 x" 7

(n—1) | n
C ik 2van ) Sl O

& & »

e ——— T e

— e =T

e

| | essendo 0 un numero compreso tra 0 ed 1. —
| 65, — I! termine complementare della formola di Mac

p— —

P My By - =
e
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Laurin & ugunle a quello della formeola di Taylor, e cioé
e uguale a

L g)n—1 f(n) (g
W e | L e B
essendo 6 un numero compreso fra 0 ed I.
La serie di Mac Laurin

FQ+ 2 O+ 57 O+ 5570 +...

¢ talvolta convergente, ma non ha per somma f (x). Al
lora con il crescere di n il resto della serie converge verso

lo stesso limite il termine (1) ossia il termine complemen-
tare, per conseguenza questo & uguale al resto della serie.

66. — Sia
flx)= (1 +x)™

~ Per questa funzione (se, nel caso dell'esponente fraziona-
rio, si considerano solamente i valori aritmeticiosi f (0), f (0),
! (0), ecc., la serie di Mac Laurin €

—1 — 1 —2
m (m )x2+m(m ) (m ):1:3+...

Sgshea s f23
; m(m—1)(m?2)...(m—n—+1) _
Tt 2 St Tl BT
Per questa serie il limite k e= —=x. Quindi la serie ¢

divergente quando il valore assoluto di x € > 1, conver-
oente & invece qunado tale valore € < 1. Per riconoscere

se in questo caso la serie ha per somma (I L x)™, si con-
sidera prima il caso di x >0, poi il caso di x < 0.

Consideriamo questi due casi:

1. Caso. Essendo

M (x)=mm—1)(m—2)¢co(m—n—+1)(1 4+ x)""
il termine complementare &

T E Tt el e
a cui si pud dare la forma

m(m——l] (m_Z){TTIﬂ—I—l) ) 1 n—1
i 2R e % ( )

In questa formola il fattore
m(m—= L) {ar—2)s: (m—="n-1)a",

{28 3SEn




= — = .- s
R — ke
.- — m——— =

= — ———=mmr—— e
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col crescere di n, converge verso il limite zero, poiché e
il termine generale della serie (1) del paragrafo precedente,
la guale & convergente. Il fattore

(e ri

converge verso un limite finito, percheé, in questo caso,

¢ sempre minore di 1, e, qualunque sia m, vi él—lju'r
sempre un valore di n tale che, per esso e per i1 valori
maggiori, I’esponente n-m & positive. Un fattore di R con-
vergendo wverso il limite zero e l’altro convergendo verso
un limite finito, R converge verso il limite zero, da cui ri-
sulta che la serie ha per somma (1 4 x)™.

2.° Caso. In questo caso il termine R & ancora eguale a

m—1)(m—2)...(m—n 1
IH( 1).(2.3.'). (n_{l_l} + )xn(l___g)ﬂ-—l(l_l_ex)m_hﬂ
Qui, il fattore
ﬂ!(WWl)(In—Z)_,.(mn+1) 5
 e2iei3 e o (—1) X

col crescere di n, converge verso il limite zero, perche, se

lo si riguarda come un termine generale di una serie.

questa e convergente. Se nel fattore (1 — 0)»—1(1 4§ x)mn
ol L—ge\n=1

a cui si puo dare la forma | — m—1 :

P (1+Bx (L= 0i)m =3, e si

pone X ——2, si ha

1 —86
(1_92)(%—82) 55

N

1 —6 & sempre minore di 1 ; quindi
1 —0z
1 —6

col crescere di n, la put-enz-a(l 5 )eonverge verso un li-
=10

mite finito. Inoltre il fattore/ (1 — 62)™—! & minore di 1 se
l'esponente m-1 & positivo, ed & sempre minore di
1
(1 —2)lm

in questa espressione

Se m— 1 € negativo.

Dunque con il crescere di n, il valore assoluto della for-
mula (1) converge verso un limite finito. Un fattore di R
convergendo verso il limite zero, mentre un altro converge




P
&
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verso un limite finito, R converge verso il limite zero, ds
cui risulta che la serie ha per somma

(1+%)"
67. — Cercheremo ora di chiarire quanto sino qui si @
detto, con qualche esempio in segno d’applicazione.

: : . i
(1) Svolgere in serie la funzione I = z» quando ¥ & com

preso fra 1 e —1.
Abbiamo che

: (1 + 2!

£

¢ 1’algebra insegna

14+x)'=1—x+x?—23F2*—2x°4..

(2) Svolgere in serie la funzione V 1+ x, quando x &
compreso tra 1 & —l.
Abbiamo che

Vidxz=0+x) —3
€ sappiamo che

A S e g e
M = > B oA SIS G e A

(3) Svolgere in serie la fuinzione V , quando ¥ & com-

X
presa tra 1 e —1.

Abbiamo che

! — 5
(1-12i%)
Vi+
da culi
L 1 188 Snganiy Bipats.
(15%%) sligme et g k=g S

(4) Svolgere la funzione

f(x) = e*

occorre qui applicare la formula di Mac Laurin. In questo

Caso
FO)s=f0) = (By=.i7. =1
quindi la SEI‘IE’; e

% e 2
14“""""’1.251.2.3i e |
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(5) Svolgere la funzione
f (x)=sen x.

Occorre anche qui applicare la formula di Mac Laurin,
In questol caso

f(x) =senx, f* (x) =cosx, fII(x)=—senx,
fHE(x) =—cos x, 1V (x) =senx, f¥ (¥) = cos x,
fYX(x) =—senx, ' () = —cos x
quindi la serie richiesta &
xﬂ 15 x;!

|
AR L R Tk 1.2.3.4.5.6,?+"°

(6) Svolgere la funzione
f (%) =cos x.

Anche qui occorre l’applicazione della serie di Mac Lau-
rin, in questo €aso

f(x) =cosx, f* () =—senx, fI(x) =—coszx,
fH (x) =senx. fIV(x) =cosx, f¥(x) =—senx,
Vi (x) =—cosx, f"1I(x) = —senx
quindi la serie richiesta &
: S X s

|
L T R T SRS T T Ty ] T 46 e i
(7) Svolgere la funzione
f (x)=arc sen x.

Se si volesse applicare anche in questo caso la formola
di Mac Laurin, come per i casi precedenti, i calcoli riu-
scirebbero troppo lunghi, percid si procedera con un altro
metodo che qui riuscira pitt conveniente.

La derivata di arc sen x, &, come sappiamo

1
s

che si puo svolgere in serie ordinata secondo le potenze in-
tere. € positive di x, quando x* <1 ossia quando x & com-
preso fra 1 e — 1, si potrad pure svolgere arc sen ¥, quando
anche in questo ¢aso x & compreso tra 1 ¢ — 1, Si rappre-
senti questa serie con

Ao d1x + dgx? - A%, + Agxd . (1)




CALCOLO INFINITESIMALE 71

La sua derivata dovra essere identicamente eguale alla
serie che rappresenta (1 — x?) — % ; quindi si avra
s I TN NElE SS o
_,i(l—l-zx |2.4x 52.4.61:"}‘-..

nel cui secondo membro si dovra porre il segno + 0 —
secondo che il valore di arc sen x che si vuole considerare

sia il coseno ipositivo opptire negativo.
I due membri di tale eguaglianza sono identicamente

eguali solo quando in essi le derivate: delle medesime po-
tenze di x sono eguali. Percio

A1=-_’r11,2.42:0,3A3=_-1;-;—,4A4:0,
EAE:i1-3 - atd 1-3&5
2-4’6‘45'_'01 AT~i2n4.6! g
onde
| .
Aﬁil:ﬁz—'uu‘lam—ii-g,&—ﬂ
I3, 1 T QAR s el |
A5=i2¢4-SJ&EHGIATJ_;H:'Z.‘;_ﬁ*?‘."
sostititendo questi valori nella serie (1), essa diviene

pen e e e s R RGE B o) )
ot B S o s YO AG
In questa serie il primo termine, Ao, non & determinato.

Tale indeterminazione proviene da questo che la funzione
arc sen x, per ogni valore di ¥, ha un numero infinito di

™ T

valori. Se di questi valori si considera quelle che e dabiaé,

allora il coseno & positivo € ad ¥x=o0 deve corrispondere

arc sen x¥x=o0, per cui
A RO A s

]
ANCECMXESF T Sl SHITDEgBRgI Ay sk S Rie

Ed in generale, se si rappresenta con m un numero intero
qualunque, positivo o negativo o nullo, si ha

1 10 5
arcsenx=mﬂ+(——1)”‘(:€—1‘“-2-~-3 12 i[xs I)

(8) Svolgere la funzione
f (x)=arc tang x.
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il Anche qui bisogna mantenere lo stesso procedimento te-
nuto nell’esempio precedente. La sua derivata

1 AN
;: 1 _I_ IE T (l + X }

it il puo essere svolta in serie, quando x* < 1, ossia quando
x & compreso fra 1 e — 1, secondo le potenze intere ¢
positive di x, con ¢i0 anche la funziene propostaci potra,
hi quando anche qui x € compreso tra | e — 1. essere svolta
" in: serie ordinata nello stesso modo. Si rappresenti questa
serie con

Aa—l—Alx —‘1— Agxﬂ‘}* A5 %3 +A4x*—1—A5x5+ o\ 4ils
Per determinare 1 coefficientii 4o, 4,, 4,, A4,, ... basta
farne la derivata ed eguagliarla alla serie rappresentante
(14+%x*) — 1. Si ha cosi
A2 Ao x 3 A2 4 4 Ay 23 5 Ag xb -+ 6 4, 25 -
(e SR SN (O
===k =t d L
ende, cguagliando 1 coefficienti delle medesime potenze
di x nei due membri, |

—_—— - E - =
e s . e r——
- = =

A1=1,2A2_0,3A3:—“I14A4=U,5A5—1
ﬁAﬁ:{}i?AT:_l, " e 0 p
e quindi
1 1
A=A =043 = 3,A4=0,A5:"5_
1
AEZU:AT:H?,,.'-
Sostituendo questi valori nella serie (1) si ottiene la serie
‘ cercata
| e e S
el | !
Aﬂ | x 3 | 5 7 +¢-.

| In questa serie il primo termine non & determinato, ché
| la funzione arc tang ¥, per ogni valore di ¥, ha un numero
- infinito di valori. Se di questi valori si considera quello che

T 1
| | e fra — 0 e Paal. ad x=o0 deve corrisvondere arc tang
| I :
J | X =0, quindi
. 8 5 7
X x x
1 arc tang x = x — 4 — - ees
i
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In generale, se si rappresenta con m un numero intero
qualungue, si ha

8 | y8
arctangx:mw—l—x-—-‘§+—5ﬂ—|—,”
68. —
ESERCIZI.
(1) y= V(a®+ x?)? per x* < a?;
3 R et 30l o
gLl S a2 | R0
e e et e e e
3Ll 03 e Tl 1R SRIE Y
FAATE U8 g5 2 A6 80t e
(2) a’
}’_(a—x)ﬂ’ per :t:f:iaS,
1 .1:13&4 £2|345 x31
1+“§”+ R I e R T P2
. 3..408.6 %%,
IS T e i B USRS
(3) 1 5
== , Per ¥ < —;
y \:'73__ ; p
it igrainidy 24 ?)2 : 1.4.7(3)3 b
_11+€”ﬂ”3ﬁh Yt smarghim) o
8/ 4l
V3 _1.4.7.10 3)4;‘[,5
NG Gy SR
i y:\/a—l—x per x < a;
a—x
latx_ AT% R o) O\ e S
-\‘ra—x Va?— x? +H+2 at ! 2'a3_+
) GRS e s A
R U S T
(o !

R B el s )
.ﬂ L B

10,2022 " 10.20.30 a8
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(6) y =1log2, y=1log3. y=log5;
167 1 1
ogz=2 (345 atsst)

e i -
’”g3:'”gz+2(5 3.5 T 5.5 I)

e

{88 = 1
lng5——~210g2—l~2(g { 303 { £ 35 {)

2log24+2log3+logh5—+ .-
log2 -+ log3 4« .«

CAPITOLO SETTIMO.
Espressioni indeterminate.

69. — Quando una funzione di una variabile indipen-
dente, f(x), per un valore determinato di x, prende una
delle forme

0 o0

E'E, m I m; OD:I 1+:U ¥ mu,
si dice espressione indeterminata, ¢ chiamasi valore vero di
f (x) il limite verso cui tende il valore di f (x+h) per h
convergente indefinitamente a zero.

: __9x)
70 Sia fi(v)= ()

%, 8 (x) = 0 e ¢ (x) = 0. Pongasi eguale ad a codesto
valore di x, si avra

» ove per un valore determinato di

f (@) ==

ove la funzione prende ii vaiore indeterminato di zero so-
pra zero.

Cerchiamo il valore vero di questa funzione. Abbiamo an-
zitutto che se, facendo le successive derivate di ¢ (x) e ¢ (x)
e sostituendovi a invece di x, si trova che le derivate o™ (x)
e ¢ (x), sono le prime che non divengono nulle con-
temporaneamente per x =a e che, per questo valore di x,
tali derivate sono continue, si potra immaginare una quan-

tita h sitfattamente piccola che si abbia per il teorema di
Taylor
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¢la+ h)=o(@+he (@) +...+

’ hnu—l
1 1.2.3..¢(n—1)¢m_”(a}+
i :
n{ﬁ)
= e @D

(a+h)=0d(a)+hd (@)t ...+

| fn—1 e
i e ) (@

I hr (n) !
(n h
T2, o0 ik
Allora, essendo per ipotesi
(@) =¢ (@) =¢' (@=-.. =" (a) =0
b (@) = (@ = /(@) =... =D (@) =0

sara
o™ (a+ 6 h)
f(ﬂ + h‘) '_‘q'r{ﬂ} (ﬂ -"—ﬂT h)

Questa eguaglianza dimostra che il limite verso cui tende
il fattore f (a+h) per h convergente indefinitamente a zero,

¢ ucuale a quello verso cul converge il quoziente
o™ (a4 8"h)
™ )a 46 b

@™ (a)
f(a) 7 (@)

¢ (%)

71. — Sia ora [ (%)= m ove ¢ (x) e & (x) sono funzioni

{ssia che

che diventano entrambe infinite per x=a, abbia

a0

fla)= =

Sia il limite della frazione
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1
" L 00 |
il termine a sinistra per ¥=a diviene T sappiamo che
00
%mﬁ, quindi per la regola precedente il limite &
¢ (a)
[b (@] Ve (@) (* ¢ {ﬂ}
7 () )b @)
(e (@
quindi
¢ (@) Vo (@)(*¢’ (a)
d(a) 9P (@) ¢ (a)
Onde la funzione f (x) per ¥x=a eguale a
¢’ (a)
7 (a)

72. — Sia ora f(x) = ¢ (x) —d (x), ove o (x) e & (x) di-
ventino infinite per un valore a di X, avremo che Per X —=a

o (%) — () = 00—
Cerchiamo il valore vero di quest’espressione. Si ponge
y=¢(x) — 9 (x)
allora si ha

() — 1y (2)
o) B AT

CF{m‘.l

[

E{'E'J{m}

da cui per x=a, l'ultima formula si trasforma nella forma in-
determinata —— , € noi sappiamo svolgere una simile espres-

sione.

73. — Sia ancora f (x) = o (x) . b (x) ove ¢ (%) diviene 0
per x=a e ¢ (x) diviene 0O per lo stesso valore x. Per

un tale valore di x la funzione f(x) prende la forma

(X)) =0+ 20
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'si cerchi il limite di v (x).d () quando ¥ converge inde-
finitamente ad a;

(%)
¢ (x) - D (x) Z'CPT
(@)
i
e siccome Lp-——?:—) per x=a prende la forma di o 0, la fun-
zione si riduce alla forma pit semplice di 0 anche in

questo caso siamo in grado di trovare il suo limite, con
le formule note.

Se per es. si ha ’espressione x™ (log x)* ove m ed n sono
positivi, essa prende la forma 0 X @ quando x=o0. Si pro-
cede come abbiamo indicato € s’ottiene

£
l
log (x)™
che prende la forma % quando x¥=0.
74. — Siano ¢ (x) e ¢ (x) due funzioni variabili di una

stessa variabile indipendente x € supponiamo che

f0) = o @]
prenda una delie forme indeterminate
0°, o0, 1% ;
si cerca allora il valore limite di questa espressione,
Osservando che

w(x) =e log ¢ (x)
abbiamo

o (x) ¢ $ (x) — ¢ d (x) log @ (x)

Ora ¢ (x) log © (x) in ciascuno dei casi proposti prende Ia
forma 000 e che noi sappiamo gia, per il paragrafo pre-
cedente, come si svolge. Necessita un esempio, sla

1) 1 \senx senx log x
! f(x) = (T) =6 :
qui osserveremo che
sen x
senx logx = .x log x

4

e

e ——

| ——

. _

e —— e
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La quantita h potendosi supporre piccola a piacere arbitra-

riamente, Si pud svolgere \/a—’,—h in serie ordinata se-
condo le potenze intere e positive di h. Eifettuando questo
svolgimento, si ha

Va(i+5+.) = Va + V&
\/2ah I h? S
anlaeh _ A1) ' s

Vi R

fla-+h)

2 \/5'#
“ Ve V2aEXhR  V2a-En

da cui si scorge che, quando h converge a zero, f (h+a) con-

verge verso il limite “—"\/-2—, € per conseguenza
a

1
(@) = 7=
f (a) Ve
Similmente si poteva giungere al medesimo risultato sem-
plificando 1’espressione risultante dalla divisione della de-

rivata del numeratore per quella del denominatore, in modo
da ottenere
1

1
2V£+2 Vx—a
X

sz =
che pud essere scritta
Var—at + V3P =gy
o \/:::_

ove ponendo x=a
1

(¥) ==

/(%) =

. come precedentemente si & fatto.
(5) Determinare il valore vero per x = &0, della funzione

()=

Cng per l'’esempio precedente, anche in questo c¢aso,
le derivate del numeratore e del denominatore prendono
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valori infinitamente grandi per ¥=00. Per trovare il valore
vero della frazione cerchiamo il suo logaritmo neperiano,

si ha

- log f (x) 2xlog5 —x2=1x (2 log 5§ — x)
ove per log f(x) =00, si ha log f (00) = — 0. Risulta
essere |

f(o0)=¢®=0
(2). Determinare il valore vero, per x=0, della funzione

HI
flx)="75
Dividendo, come al solito, la derivata del numeratore per
: : . e’
qUE‘H& del denominatore Si ha la frazione 2 'El"l.EEJ per

x — 00, diviene della forma —. Desiderando ancora la ce-

rivata del numeratore di questa frazione per quella del

£

: : e , |
denominatore, si ha ) che & eguale ad OO per ¥ = OO,

Dunque
f (00) — 0.

(3). Vogliasi il valore vero, per x= 00, della funzione
) x> —2c0S %
i ~ x34-2senx

Per ¥ -—00 le funzioni sen ¥ € cos x hanno valore indeter-

minato. non maggiore di 1 ne minore di — 1; quindi
2 — 2 cos Xx=00, ¥2+2 sen x=00, quindi
' 0
l x — ——
)=

Se si addiziona ancora la derivata del numeratore di que-
sta frazione per quella del denominatore si oftiene la fra.

SR AT COSEX S :
Elﬂnﬂ2+ = che, per x=00, € pienamente determinata.
— 8€n X

.Bisogna quindi ricorrere ad altre considerazioni per trovare

il chiesto valore.
Alla funzione si puo dare la forma

2C0SX
3:2

2senx
=

I
|




e Yy

iy e — =

_..
e = —
- = = -..: -- ;.- x |

Vi e T T
il
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208X 2senx
22 —().e x;] = (0, Dunque
f(oQ) =1

(4). Determinare il valore vero, per x=a, della funzione
Vz—Va +V/x =3
f (%) =
\/x? — g2

In questo caso tutte le derivate sia del numeratore che

Per x = &0 'si ha

del denominatore per x=a prendono valori inflnitamente

grandi.
Si ponga a+h=x, si avra

16y e Wil
V2ah -+ h?
(6). Determinare, per x=0, il valore vero della funzione
) = Vicos x (x + 2 e%)
X 4 tang x

Qui, per abbreviare i calcoli, conviene osservare che la
funzione data p1id essere scritta sotto la formula

Vcasx(x—l—Ze*’)

x + taﬁg X
€ che, per x=0, il fattore

(1) X
X + tang x

; : 0
prende la forma indeterminata —, mentre il prodotto

Vcos x (x 4 2¢ ®)

diviene uguale a 2, per cui basta cercare il valore vero di
(1) € poi moltiplicarlo per 2. Dividendo la derivata del nu-

meratore di questa frazione per quella del denominatore, si
ha la frazione

1
2+ tang?x
che, per x=0, diviene 4. Dunque

N
””)‘“.zxz"‘

T I e T T
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=5 __ Ed ora daremo qualche esempio sulle espression
della forma B
OO0,
(1) Sia data la funzione
| + tanh x
[ x“ tang x

T ) :
che per x = 2 prende la forma di = Per trovarne il

valore vero dividasi la derivata del numeratore per quella
del denomindtore; si avra

xﬂ
L 2 x tang %
cosy ' :
1
I'..J
cOS> x

T o : .
che, per ¥ = &, prende ancora la forma =" Prima di

fare le derivate dei termini di questa frazione conviene

darle forma piit semplice. Semplificandola si trova |’espres-
| 3
(" 1"

sione ¥*+x sen 2 x che, per ¥ =, diviene eguale a - 7=
Si pud conchiudere dicendo che

0 &
: / (7’2—) 4

Si poteva ancora pid sollecitamente arrivare a codesto ri-
sultato, moltiplicando il numeratore ed il denominatore

di f(x) per cos x € ponendo X = % nell’espressione risul-

tante la quale €
risen x

cos % 1 sen x

che per #=0 diviene

== 1
| T
| | x log x=0
| da cui sen x log x=0

(1)5&1:1::
4] — 1 per x = (

dunque

%
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e per x—=a si ha

TC
! t —=
| (_1_) senxz__(z_f_) ang -
! X d
.-; da cui applicando la formula (1) abbiamo

tang g- —j— log (2—-— —i) &

AR

| a 1
| e -— e
| quando x=a.
76. — Cerchiamo ora di applicare a qualche esempio
quanto sino qui abbiamo determinato, per leespressioni in-
0
determinate della forma 0
(1) Debbasi trovare il valore vero della funzione
x®—8
i:%) xr—2
per ¥x=2, ove prende la forma indeterminata g-
Dividendo la derivata del numeratore per quella del deno-
2
minatore si ha la frazione ——— che per x =2 prende il va-
lore 12. 4
Dunque, in questo caso
f (2)=-2.

Perd il valore vero di questa funzione poteva essere tro-
vato anche con un altro metodo, € <i0 osservando che

X 8
i +2x -1 4

espressione che, per x=2, prende ugualmente il valore 12.
(2) Determinare il valore vero della funzione
) x‘+ax3—3a3x2-ﬁa3x+2a‘
2 —ax®—13a2x2 250y — {2 i

per ¥=a, che prende la forma %

| Dividendo la derivata del numeratore per quella del de-
nominatore si trova la frazione

| 4x°+3ax*—6qx2— g8
| 42°— 3 ax¥26qx®— 25 g3

0
che, per x=a, prende ancora la forma — -
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Formando ancora le derivate del numeratore e det deno-
minatore di questa frazione, e¢ dividendo la prima per la
seconda, si ha la frazione

12x2+6ax — 6 a?
12x2—o0ax —26 a*

. 3
che per a=x, prende il valore di — = Dunque
3
fa)=— E
(3) Trovare il valore vero della funzione
f (1) x —V 2x2—a?
A e _
2x— V 5x2— @
per x=a.
\ 2 X
La derivata del numeratore € 1 — {/=— - che, per
\ =l

¥ =g, acquista il valore di — 1. Quella del denominatore

‘ SX ;
e eguale a 2 — Vg:rﬂ—-aﬂ che per x =a, prende il va-

lore — % Dunque
f (a)=2.
(4) Trovare il valore vero della funzione
@) x> +2x—3
[\Fli \f/:c-—l
per x=1.

La derivata del numeratore € 2x+2 che € 40 pert="1%

] :
quella del denominatore € — (¥— 1) che é= 00 per x=1.

3
Dunque Fiil)y=0:
(5) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione
log cos x
fl=-"—":
Dividendo la derivata del numeratore per quella del de-

: : . — L AREX
nominatore, si ottiene la frazione 35 che per ¥=6

prende la forma -[UT Dividendo ancora la derivata del nu-
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meeratore per quella del denominatore di questa frazione
si trova

]
cos? x | |

0 x 6 ¥ cos x

espressione quest’ultima che, come si vede, ha valore ne-
gativo o positivo secondo che il valore di x € positivo o ne-
gativo, ed 1l cui vaiore assoluto cresce indefinitamente
quando quello di x si approssima indefinitamente a zero.
Dunque

{(0) =— 00 oppure =00
a secondo che x, approssimandosi indefinitamente a zero, |
si mantiene sempre positivo o negativo.

77. — Ora chiariremo con qualche esempio quanto pre-
cedentemente abbiamo determinato per una funzione f (¥)
che per un valore a di x prends la forma 00 — OQ.

(1) Sia data la funzione

'L : T

e = Zx(eﬂx—}-l)

€ vogliasi trovare il suo valore vero per x=0.

Riducendo allo stesso denominatore si ha

n(éﬂxﬁ—l)
f(x) = =
4x(e™% 4 4)
che per x=0, prende la forma indeterminata i Per tro-

0
vare il valore vero di questa espressione, osserviamo che
la si puod scrivere

X

e —1 T |
X X T X |
4(5 —I—I)
ove per x=0, il primo fattore diviene %e l’altmg-, ba-

sta quindi determinare il valore vero del primo fattore.
La derivata del numenatore &

.
ne ¥

la derivata del denominatore x=1. Dunque

fO=n. =% Lo |
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(2) Sia data la funzione |

flx) =e "+ logx

e debbasi trovare il suo valore vero per ¥=0.
La funzione (1) si pud trasformare nella (2)

1 , log x (2)
e X |

X
€

Dividendo la derivata del numeratore per quella del ce-
nominatore della frazione

log x
1
e X
Si trova
1
X X
(R 1
—— e X e x
X
espressione che diviene 0 per x=0. Dunque
R S8) =
(3) Determinare il valore Vero, per x= della funzione
fo)=Vai—Tx+1—x
Qja x = — , si avra da cercare il limite a cui si appros-
)

sima indefinitamente il valore dell’espressione

VI 7 1 VA R E =

Fl— =
YL y y
Dividendo, ora, la derivata del numeratore per quella
del denominatore si ha
— T2y
2V —Ty -+
2
che per y=0, acquista il valore — g Dunque

2

f (00) =

~




=
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78. — Daremo qualche esempio ora di funzionj
f(x) =¢(x).(x)

ove per x=a, ¢ (x) diviene eguale a 0, ¢ ¢ (x) = 0O
(1) Sia data la funzione
X
f(x) =(1—x) tang%—

¢ debbasi determinare il suo valore vero per x=1,
Osserviamo che a questa funzione si pud dare la forma

| —x
a::,ﬂtH
2

che per x=1, diviene della forma indeterminata -—g

Come al solito, si divida la derivata del numeratore per
quella del denominatore e semplificando il quoziente si
avra . ‘

T X
2iseni——
2

(1"

- : T
espressione che, per ¥x=1, prende il valore s Dunque

(1) ==

T

(2) Sia data la funzione
| 1

f (I) — X E‘x
e debbasi trovare il suo valore vero per x=0. La funzione
DUO esseres scritta sotto la forma
e 1
X

1

e =Y

X
€ con il me-d.esir;m procedimento degli esempi precedenti :
d:yldendﬂ la derivata del numeratore per quella del deno-
minatore

1
1Exi 1

12 X

. e—

x!

D
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espressione che diviene infinita quando x=0 Dunque

f(0)=c0c¢ :

Si poteva giungere al medesimo risultato svojgendo e *
in serie ordinata secondo le potenze intere & positive di =

Si avrebbe avuto

il 1 iy
f(x}=x(1 e 2"3134-...)_.,

1 2 1
— | I b= ol
e '2x2+2.3:r.:3' ’
onde risultava ugualmente infinito il valore chiesto.
79. — Ci rimane ancora da dare qualche esempio di

espressioni indeterminate delle forme 0° 1%, o0O° che
a priori abbiamo gia determinate.

(1) Forma O0&.

Sia data la funzione

f(x)=(x—1
il logaritmo neperiano di questa funzione €
logx log (x—1),
a cui si pud dare la forma piti conveniente
log (x — 1)
1
log x

)lug:r

Quest’espressione per ¥=1 diviene = Si divida la de-

rivata del numeratore per quella del denominatore, si avra

1
r— 1 log?x
] s x— 1
x logéx
s e 0
ove il fattore a sinistra diviene N epr x=1. Ripetendo la
stessa operazione ancora una volta si ha la frazione
2 1og x

x

— T e e ————— T T




= — = =
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che per x=1 diviene =0. Dunque

fil)i=ek="1
(2) Forma &
Sia data la funzione

i) — ()
che prende la forma 1® per x=0, si cerchi il suo valore

vero. Come per [’esempio precedente, si cerchi il suo lo-

garitmo neperianc
log (1 +%)

X

indi si divida la derivata del numeratore, delia frazione ot-
tenuta, per la derivata del denominatore, si oftiene

1
1 4+ x
che per x=0 prende il valore 1. Dunque
T (0)=et=e

(3) Forma 6©°.
Sia data la funzione
1

i) = (o) S
che prende la forma 00“ per x = 0O, si cerchi il suo va-
lore wvero.

Come al solito, il suo logaritmo neperiano &
(log 1 4 x°)
1 4 x

poi dividendo la derivata del numeratore di questa frazmne
per la derivata del suo denominatore, si ha

3%t
1 4 «3
Ripetendo la stessa operazione ancora una volta si trova
6 x 2

3.x X

che per ¥ = 00 prende 1l valore 0. Dunque log f(00) =0
e percio

[(oQ)='et—'1
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80 ESERCIZI. |
(1) Trovare, per x=1, il valore vero della funzoine |
—1 ]
() ¥ 2%t —x—2
1

3 :
(2) Trovare, perx = il valore vero della funzione

)__613—— {7x 412
Ji\%) = e w0

2 i
;f('i):a‘

(3) Trovare, per ¥=a, il valore vero della funzione

-
———
pete
R
|
|

——— r— e

xm am |
-f(x) T i L] |
. f (0) = m a™* |
(4) Trovare, per ¥=1, il valore vero della funzione
x4 — 1
s f(1)=2
(5) Trovare, per x = OO, il valore vero della funzione |
log x
f(x) = ——i—— ;
s f(00) =0
(6) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione
x sen x
flE)= =
1

(7) Trovare, per x = G, il valore vero della funziong

f ()= ahte -
s 1(00) =0

(8) Trovare, per ¥=1, ik valore vero della funzione

x* —x

i(x)—l—x—]—lﬂg:r;
f(1)=—2
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(9) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione
"% —e "

JAR)= Y —senx
5 7(0) =2
(10) Trovare, per x= 00, il valore vero della funzione
-E:I:
f (3:) ey X )
; J(00) —
(11) Trovare, per ¥x=0, il valore vero della funzione
sec x
(%)= z cot x;
s (D) =0
(12) Trovare, per x:a, 11 valore vero della funzione
FoA
X —a

1
,f(a)—5\/£¢-

(13) Trovare, per ¥x=0, il valore wvero della funzione

e — {
/(%) — e*®log (1 —|—x);

f0) =2

(14) Trovare, per x = 00, il valore vero della funzione

Hx)_\/xﬂ—l—Zx—[—?

%l ;
s f(0)=
(15) Trovare, per x =00, il valore vero della funzione
) — Vx3+5x 142«
VExt 3241+ Vartri’

s (00) =

(16) Trovare, per x=1. il valore vero della funzmne

\/5

itk e VT Ve B — /20112

x* 414 Vi +1 — V63x 1
30V 214
° 1_
3 1 (1) =
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(17) Trovare, per ¥=0, il valore vero della funzione
SeNnx—nxcosnx.

i) = 2x'sennx : {
2
s f(0)— 3
(18) Trovare, per x=1, il valore vero della funzoine
f(:vr)z(:rr.:2 2:::—3):':_1 | |
f (1) =1
(19) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione E
aﬂ: S h."-':
)= h J
;7 (0) =log = | ‘
(20) Trovare, per ¥x=0, il valore vero della funzione |
U xt 8t 1y |
il 7 %5 atLix® |
1

(21) Trovare, per X =%, il valore vero della funzione

;f(;-)=l

(22) Trovare, per ¥=0, il valore vero della funzione
1
f (%) = cos ()~ ;
| s f(0)=1
(23) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione
COSX —COS2 X

1 —senx+cCcoSx
~ senx}cosx— 1’

f(x)

f®) = Cosx — cosax’
3
31 (0) = |
(24) Trovare, per x=1, il valore vero della funzione
log x

f (1) =1




. — e ——
-
a2 Wi
"

o e
by .
B B e

02 DOMENICO RAVALICO

(25) Trovare, per ¥ =— 00, il valore vero della funzione

X~ COSX
f(x):x—senx’
, f(00) =1

(26) Trovare, per ¥ =— OO, il valore vero della funzione

f)y=Vxi—1—x;

; J(00) =0
(27) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione
fx) =2%%;
 f(0) =1

(28) Trovare, per =0, il valore vero della funzione
Vo tan == 21

f(x) == ,

X sen x
3 1(0) =0
(29) Trovare, per x=0, 1l valore vero della funzione
f(x) =xlogx;
; £(0) =0
(30) Trovare, per x=0, il valore vero della funzione

£ (x) = Sen %,

1(0) =1
(31) Trovare, per x = OO, il valore vero della funzione
1
f(x)==(14x) *’
5 f(00) =1

CAPITOLO OTTAVO.

Espressioni imaginarie.

81. — La serie

2 s 23
] ]

1 4% %2 x5

essendo sempre eguale ad e® quando x € quantita reale. si

¢ convenuto rappresentarla col simbole e® anche quar_;ldﬂ

¥ € un’espressione della forma

@ =\ == '

|
| = = =
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essendo a, b quantitd reali, per definizione, si hanno

xv.l-—-—'___ 12 53 | x4
e 1.21.2,3V 1'1..2.3.4+

55 Lrie 12 4 |
g _—lll_l -__'
+1.2¢.3.4.5V1 1.2+i.2,3.4 R

Vs f PN et )
SHLY RTINS PIEE T 2 OAE

ed A 3 AP
E”“”/“l=1+(x+yV173+‘x+fK?“1’~+
(x99 V=1)
i 2R s

1l secondo membro della precedente eguaglianza e
—cos x + V/ — 1 sen x; quindi
— 1
e~ —cosx+ V—1 senx
/=
e —cosS ¥ — Y —lseny
dalle quali equazioni derivano le seguenti

gx\/—l+€~xvnl

0S ¥ —
: 2
rV—1  —xV—1
e —+ e
sen ¥ —
2V =1
82 — [’eguaglianza

¢, eV =¢e®TV

sta anche quando x o y, od ambedue questi esponenti, sono

della forma a —+ h \/— 1 essendo a e b quantitd reali qua-
lunque. : ‘ i

Si sa dall’algebra che I'eguaglianza (1) e vera quando X
e S sono reali. In questo €aso, sostituendovi invece delle
espressioni €%, €Y, e® 1V le serie che equivalgono, essa di-

viene ) 2 G
(1‘1’x+1x_21'”)(1+}’51.21“.): ]

2
i+ S
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Questa eguaglianza essendo un’identitd rispetto ad x e
ad s se si sviluppano le potenze indicate .nel suio secondo
membro ed il prodotto indicato nel primo, i coefficenti dei
termini che nei due membri conterranno le medesime po-
tenze di x ed s saranno eguali. Quindi se, dopo aver fatto

tali sviluppi, si sostituisce a + h V/—1 invece di x, od

i o« + B \/—1 invece di y, oppure contemporaneamente

i a+hY —1ed a+8 YV —1 invece di x ed y, i due mem-
i bri saranno ancora identicamente eguali, percid 1’egua-
i glianza sussistera ancora, ma in tal caso 1’eguaglianza (2)
| equivale all’cguaglianza (1). Dunque quest’nltima egua-
glianza sta anche quando x od y od ambi questi esponenti

sono della forma @+ b =
Anche 1’eguaglianza
eloreYse s s yi=—leZ il A
e vera quando tutti od alcuni degli esponenti x, s, z...

A r——

e N ey T b T ek
- == = o — o =

| sono della forma a+b\/— 1, essendo a, b due quantita reali,
| 83. — Se nell’espressione

(274 V=T)

le quantita x, s, m sono reali, e se alle potenze di e®*+*y—
con esponenti frazionari € con esponenti negativi si da lo
stesso significato che a quelle di una quantitd reale, si ha

L e [ ' el
(e V 1)=€m$+mﬂ\/__1

se m ¢ un numero intero e positivo, la potenza m mesima
di e **¥V—=1e¢ il prodotto di m fattori ecuali ad e @+ v V—
percio ¢ eguale ad una potenza di e avente per esponente
la somma degli esponenti dei fattori ossia e—em@+my V=i
Se m € irrazionale e positivo, l'eguaglianza (1) sussiste

—
R
— —— ————— e e e e i

= = o —— T T ——
— e e ————————
= [
——

e S
Se il — —&— essendo p £ g numeri interi e positivi, si ha

$+Hv:im
(e ) ~ Vlertvymp ™ Veretoiy=
pa:+pﬂv'“__—l

_g 3 __E*.rﬂm—i—-rny]f—'_l f;

anche, dato che in questo caso m si pud riguardare come




e
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eguale al limite verso cui tende un numero razionale della
forma B i cui termini crescono indefinitamente secondo

una certa legge, e la dimostrazione data pel caso prece-
dente & dipendente; dalla grandezza dei numeri p € 4.

Se finalmente ——n, essendo n un mumero intero €
positivo qualunque, si ha
(Em*i-uv’j)m { { =5

._._..(Em-;-yv":]ﬂ Eﬂm—[—nﬂv”_—l
=Enm-—nwv:‘izemz+myv:l

Dall’eguaglianza
(2V=i)m =e™* V=i
deriva immediatamente il feorema di moivre
(cosx +V—=isen x)"=cosmzx | y—isenmx

84. — L’eguaglianza (1) sussiste per qualunque valore di
m. e si @ convenuto farla sussistere anche quando m prende
m il valore immaginario a 4+ bV =1, essendo a, b quantita
reali. Quindi per definizione si ha

(gﬂ+ﬂv:1)a+bvj1
— g @+ y /) (a0 /) —
—po2—by+ (ey+ (@u+ 0a)y/ 7y
85. — Ora, sia ¢ una quantitd reale qualiunque. Essendo
¢ — ¢ 198 ¢ mentre sussiste ancora l'eguaglianza precedente
per y=0, si ha che
. ca+bv:'l':€ulnzc+blugcv:—l

onde segue che le regole per la moltiplicazione, la divisione,
e linnalzamento a potenza di grado reale, qualunque delle
potenze di una quantita reale con esponenti reali, sono ap-
plicabili alle potenze di una quantitd reale qualunque con
esponenti della forma a+b\/-—1.

86. — L’eguaglianza

e?t U/ —1=e%(cosy+ /' — 1 sen y)
ta vedere che le espressioni della formae®™¥)/=1 dove
x edy sono quantitd neali qualunque, si possono porre SOio
la forma a+0b V — 1 essendo a e b quantita reall.

Reciprocamente ad ogni espressione della forma a+bV/—1
ove a e b sono quantitd reali qualunque, si puo dare la

forma e®t¥y/ “1essendo x e y quantita reali. Infatti, se si
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pone @+ b \/—1 =e*+¥\/T] e si rappresentano con r e¢
i1 modulo ed uno dei valori dell’argomento di a+b \/—1,
si ha

ricoso -+ V—1 seng)=-¢e*(cosy + V—1 seny)
questa equazione equivale alle due
e cosy —sen o
e*seny —cos @

dalle quali
O =1
onde
x=logr
ed
y=¢+2km

essendo k un numero intero qualunque. Dunque
a_l_bv:lzelﬂgr—}—(cp—]—zknj\/_l
dalle quali, essendo « e B reali,

(ﬂ+bv )“"I‘BV 1 (EIDEF+$(2kﬂ)V—_1)a+5V?1
—e®108T—BPE™ | Ta100r 4 a(p+2km) V!

e quindi risulta chel le dette regole del G&ICDI'D delle po-
tenze sono anche applicabili alle potenze di un’espressione
della forma iI-I—b\}) 1 con es:pc:rnentl della stessa forma.

87. — Per generalizzare si € convenuto di dare il nome
di logaritmo neperiano di a+b \/—1 all’esponente della po-
tenza di c.

Di guesto logaritmo neperiano abbiamo parlato nell’arti-
colo.

Sappiamo che le serie

3 L x
e G ) Ve o | TR s i i
B L LA |
I M T ST i

hanno per somme rispettivamente sen x e cos x, quando
¥ € quantita reale, ora, si & convenuto di rappresentarle con
i simboli sen ¥ e ¢os x¥ anche quando x prende la forma
imaginaria a+b V/—1, essendo sempre @ € b quantxta reali.

88. — Ne segue che le egwaghanm (1) dell’articolo ..
i cul membri sono espressioni equivalenti alle sopradescritte
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serie, sussistono anche quando in luogo di x si sostituisce
| ¢ -+ yV/—1 essendo sempre x €y quantita reali.
| Facendo questa sostituzione, si avra

e“#v_:*ﬂ_{_g-m\'___l + Y
2

cas(x—{—y\/_;l):
(1) T ad: .
e T Ul o L

1tSt“;m(:zs—|—y\.— 1) V=

onde, essendo
emvli—ﬂ:e—y(cﬂsx—k\/l_xs:nx]
e— Tyt ?=eV(cosx—y—1senx)

da cui, con Opportune semplificazioni e trasformazioni, Si

ottiene
el 4 g~ ¥ gl
4 Ve

.cns(x—]—y\f’——l)=cusx > sen x >

(2) eV ,_1__ E—H EU — B—"H o d
R \/=i

sefl (x + v \VV—1)=senx

Se in queste formole si pon-a x =0, s’ottiene
. L e v o= Y
COS (y V= = +2

ey | e Y | = il
seny V—1) =72 ; V=1

Sostituendo nelle formule (2) cos (y \/:f e sen (y \/':1)

: et emii eli=ie WK sTe O
in luogo di +2 ed > \/—1, si trova che, come

per gli archi reali, si ha
cCOS (.1'? +- V \/-—- ]l = C0OS X COS (}r\,/:i_) —
(3) o f — sen x sf;_n_(y VT
sen (x +yV/—1 =sen x cos b V/=1) —
+cosxsen (y \/=1)

Se si innalzano al quadrato 1 due membri di ciascuna
delle eguaglianze (1) e poi sl addizionano membro a mem-

bro le eguaglianze risultanti, si trova, dopo aver fatto le
opportune semplificazioni, che,

sen? (x 4+ \/==1) +cos2(x 4y V—1)=1
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80. — Si & convenuto di rappresentare coi simboli tang x

SEN X COS X

i quozienti e
€ c0r il COS X sen x

espressione della forma a+b\/—1, essendo a e b quantita
reali. |
Quindi si puo dire che, per definizione, si ha

— senlzx+9V/=17)
tang (x 49y V/—1 G

cos(x +y\V/—1)
sen (x+y\V/—1)

e in qu*e'ste formole si pongono per sen (:r-l—j’ V— 1)
& COS (x +y \/—— 1), le espressioni date dalle eguaglianze
(2) dell’articolo precedente, si trovano, dopo aver fatte le
necessarie trasformazioni, le formole

| 25&1‘121(8”—-9——21:)\/"_7'
tang \x \/-—-—1 =
g( T ) 2C0S2x +e*Y{eg— 2y

anche quando x € una

cotang (x -+ \/— 1=

) 2 2 (e 2)\/
—\) _ _2sen2x — (e’ —eg—2¥ =5
ot (x ¢+ — 1
C (—}}'V ) —2c0s2x +e?V-eg—2v

90. — Si rappresentano con i simboli
arc sen (@ 4+bV/—1),arccos(@a+b\/—1)
arc tang (a 4- b \/— 1), arc cot (a4 b V:T)
dove a € b sono quantitd reali qualunque, le espressioni

della forma x+y\/—1 che hanno rispettivamente il seno,
il coseno, la tangente, la cotangente eguali a

a+b\V/—1
Cio posto, vogliasi ridurre
arc sen (a+b \/—1

alla forma X+y V:*I_
In questo caso si ha l'equazione
i cnsxeﬂ“e_y\/:T% S
sen x 5 > —ig -1 \/__, 1

questa equazione equivale alle due
(ed=slesat)isentyi= 2
(eX == #)Icos s = 2l
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onde, ricavando sen ¥ € cos %, € rappresentando con r € @
il modulo ed uno dei valori dell’argomento di a+bV/—1,
ristlta

e

(1) e +e v
e 2rseney

Bﬂ.._e—‘ﬂ

Innalzando al quadrato i membzi di ciascuna equazione

ed addizionando membro a membro le equazioni risultanti,
si oftiene un’equazione contenente soltanto Y, la quale,

ponendosi

(2) eV e tV=17

e tacendo le debite semplificazioni, diviene

(3) 2 — 4p2z7-1-8r2cos2e—4—0
dall’(2), risolvendola rispetto ad eV, s'ottiene

Se nel primo membro dell’equazione (3) si sostituisce Z2
in luogo di Z il risultato della sostituzione €

— 8712 (1 —cos®*y) =
— — 16 r2sen?p=— 16 b°
Dunque, qualunque siano i valori di a © b, i valori di z
sono reali, e se b non €=0, uno di essi & maggiore e lal-
tto @ minore di 2. Cio posto, ’equazione (4) dimostra che,
se b non & nulla, y ha due valori reali, i quaii corrispon-
dono al valore di z che & maggiore di 2, cioé a
72— 2 (r? —{—(\/r*—ErEcnSZcp—{—l)
ed hanno segni contrari e valori assoluti eguali perche
\/z+2+\/z—~*2 ; \/Z—FZH‘V;-—Z__I
2 2

e percid sono dati dalla formula

Vrﬂ—-}—l—{—\/r“—-Zr?cnsZ@—{—l
2 |

+\/r2 = \/;‘—-2r3c052q:+i

== ae 1O

2

e,
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Trovati cosi' i valori di y, si possono trovare i vaiori
corrispondenti di x, mediante la prima delle equazioni (1),
la quale, sostituendo e semplificando diviene

r cOS ©

Sen ¥ —

%/m { V" —2rcos 20 1
.,z.«
2

Bisognera pero prendere, fra I’infinita di valori che que-
sta formola da per x, quelli il cui coseno hanno lo stesso
segno, che il valore di cos x dato dalla seconda delle dette
equazioni.

Quando b = 0 ed a* > 1, se si rappresenta con o il-
valore assoluto di a: si ha r=oe ¢ =0; oppure = n se-
cando che a € positiva o negativa; 1’equazione (3) da z=2
e Z=2 (2a*—1); az=2 corrisponde y=0;a Z=2 (2 a*—1)

corrisponde y = + log (m - S,/f:-:2 - 1); ad y=0 non cor-
rispondono valori reali di x; ad y = + log (e + Va2 — 1)
corrisponde, secondo che a € positiva o negativa, sen x = 1

oppuré = — 1 e per conseguenza x = (4 k - 1) —;- oppure

— —1 e per conseguenza x — (4k - llguppure = (k— 1);-

essendo k un numero intero qualunque: quindi
arc sen o = (4 k -} I)Ei

+ \/—1 log (x4 /a2 —1)
arcsen(—m)z(flk—l)%i

£ (V=1 log (*+ Ve —1)

Il numero k potendo essere positivo o negativo o nullo,
si ha anche

arc sen'(— a) = —

[(‘”f IJ%iV:T log (a -+ VEE—I—J:-“ arc sen o
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ESERCIZi.

(1). Dare la forma a + b l/-— 1.alle seguenti espressioni :
(a) 5 AN V~1
(0) 1*38; (2 l/ﬁ 1)
(¢) 247 V1
(d) (i= )/ =1 )=l
(e) sen(2 V/—1)
) COS (; -+ V:T)
(g). tang U 481/_'—-1
(h) ot (/1)
() arc cos 2.

Si oftengono i seguenti risultati

(@) LYY D
(0) log 2+~ (4% +3 VAT
(c) 2 % T

2 e cos (log 2) 4~
o i
+2e“ " sen(log2) . V=

(d) = log 4 Aol vage——
CcOS 4‘“ -sen s sl
(e) e? —e=? 1 )——
5 =il
() i

2 el s
2e |/2_ 2e VZTV_I
(R elV2 —(E—1n)—1

e2tel 241
@) 2xn+V—1 log2+ ) 3)

(2). Esprimete sen’® ¢ e cos®y per mezzo dei seni e cose: !
di archi multlph di .
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Si devono ottenere i seguenti risultati.

1

sen’ ¢ — lﬁ(sen5cp——55&n3cp—|~lﬁsencp}

1
cns“q:'=3-§ cos’ ¢ 4 6cos4 o4 15¢c0s2 ¢+ 10)

y puo presentare risultati molto diversi.
Per esempio, se
y=x°
1 vatori dii x ai quali corrisponderanno simultaneamente va-
lori di y, formeranno una serie che comincia con un valore
negativo numericamente grande e va crescendo algebrica-
mente sino ad un grande valore positivo. Mentre se

y=x*
1 valori di y non sono mai negativi, se invece
y= V(a®—x

1 valori di y sono imaginari per ogni valore di ¥ non com-
preso tra —a ¢ +-a.

(3). Il concetto di limite & alla base di tutto il calcolo dif-
ferenziale, che consiste ad esprimere le conseguenze che
si possono trarre da questa nozione.

Sia data la progressione geometrica
1
|

1
| l_l_z |

CAPITOLO NONO.

Massimi e minimi delle funziont.

92.. — Abbiasi la funzione

y=Ff (%)

I] vglﬂrp y che corrisponde ad un determinato valore «
di x dicesi essere un massimo od un minimo quando & mag-
giore o munore dei corrispondenti valori ad x—a+-h e ad
X=a—h, essendo h una quantita infinitesima, ossia, con
altre. parole, f(a) € un massimo o & un minimo. della fun-

zione f(x). quando, essendo sempre h una quantita infinite-
sima, la differenza

f(a+h)—f (a)

€ negativa o positiva, qualunque sia in segno di h.
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Se f(x) ed f* (x) sono continue per ¥=da, dal teorema di
Taylor si ha '

fladh)—f(@=hf (@a+0h)=nhf (a+0h) + R} (a) —
—hf/ (@) =h{f (o) +h[ (@4 6h) —F (a)]
ossia, rappresentando con R il prodotto

hif/f(a+6h) —F (g =R
f(a+h)—f(@=hf(a =R

In quest’ultima eguaglianza R € una quantita infinitesima
d’ordine superiore al primo rispetto ad h, quindi se f* (a)
5 differente da zero, la differenza

f(a+m)—7(a)
ha lo stesso segno di h. Dunque, in tal caso, f (@) non €
né minimo né massimo, & f(a) &€ massimo 0 minimo sola-
mente quando f* (a)=0.

Se, dunque, f (2)=0, ed f** (x) & continua per x—a, si
ha

si ha

fath)—7 (@) =" @+ R

essendo R una quantita infinitesima d’ordine superiore al

secondo: rispetto ad 1.
Dunque, se f'* (a) & differente di zero, la differenza

fla+h)—1(a)
ha lo stesso segno di k, da cui f(a) € un massimo O um
minimo. secondo che f'* (@) € negativa o positiva.
Sei f'2 (a) =0 ed f*** (a) & continua per ¥=4a, si ha
13
fla+h) —f(@=r—>—=1"@)~+Rs

essendo R, anche qui, und quantita infinitesima d’ordine
superiore al terzo rispetto ad a. Questa eguaglianza dimostra
che se f*! (a) & differente di zero, f(a+h)—7f(a) ha lo
stesso segno col cambiare del segno di h. Dunque in tal
caso f (@) non & ne massimo né minimo, ed f(a) sara mas-
simo o minimo solamente quando f**° (a)=0.

Se 7/ (a) =0 ed f¥ (x) e continua per x =a, si ha

h

flath—f@ =157 " @+Rs

essendo R, una quantita infinitesima d’ordine superiore al
quarto mispetto ad k. Dunque se [** (a) & differente dj zero,
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f(+h)—7F(a) ha lo stesso segno di fI7 (a) qualunque sia
il segno di k, da cui f(a) € un massimo o € un minimo se-
condo ¢he f*¥ (a) & positiva o negativa.

In generale, — quando alcune delle derivate successive
di f( %) divengono nulle per ¥=a, e per questo valore di ¥
la prima derivata che non diviene nulla & continua: se
questa derivata ¢ d’ordine pari, f(a) & un massimo o & tn
minimo, secondo che per x=a il valore di tale derivata &
negativo o positivo ; se invece € d’ordine impari, f (@) ne &
neé massimo ne minimo.

Quindi facilmente si possono trovare i massimi ed i mi-
nimi di una funzione, esplicita od implicita, di una -sola
variabile quando sono soddisfatte, come ordinariamente lo
sono, le enunciate condizioni di continuita.

Gli esempi seguenti faranno vedere chiaramente il me-
todo da seguirsi, ed anche come in certi casi si possono
semplificare i calcoli.

Talvolta f (a) € un massimo o un minimo quando f* () o
qualche altra derivata non & continua per x=a.

Cosi l'ordinata M P della curva rappresentata dalla fi-
gura 2 € un massimo, € per x=0 P lg derivata f* (x¥) non €
continua perche f (x) & la costante angolare dell’equazione
della tangente alla curva nel punto di ascissa x e dalla 8-
gura si vede che intorno al punto M non vi ha continuita
nelle direzioni delle tangenti. In tali casi per scoprire se
f(a) € un massimo od un minimo bisogna esaminare come
variano i valori di f (x) quando zx, variando, prende wvalori
vicinissimi ad a.

Puo anche succedere che, essendo h una quantita infi-
nitesima, f (x) sia reale per ¥=a+h e per x=a e sia ima-
ginaria per Xx=a—h, oppure sia reale per x=a—Fh o per
¥=a e sla imaginaria per ¥x=a4 h. Allora f(a) si puo dire
€SSer un massimo od un minimo secondo che & maggiore
o minore di f (a+h) oppure di f (@ — k). Tali massimi o mi-
nr_imi Sl possono trovare cercando prima per quali valori
di x la funzione & imaginaria, e quindi esaminando come
variano i valori reali della funzione, corrispondenti a va-
lori di’ ¥ prossimi a quelli per cui essa & immaginaria.

Negli esempi chel seguono non si parlera dei wvalori di
e X di — OO che talora prendono le funzioni col variare
di ¥, poiche non vi & alcuna difficolta a trovare i loro valori
corrispondenti.

93. — (1) Sia f(x) =23 — 322 —3x 4+ z.
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Bouagliando a zero la prima derivata di questa funzione
e semplificando l’equazione risulfante, si oftiene
x> —2x—3=0
equazione che € soddisfatta da x=3 € da x = 1. Per ri-

conoscere se questi valori di x corrispondono a massimi o
2 minimi della funzione, si fa la seconda derivata di f(x)

che ¢
6x —6=0 (x—1),

poi, osservando che il fattore positivo 6 non influisce sul
segno di questa derivata, si sostituiscono successivamente
nell’altro fattore, cioé in x — 1, i numeri 3 ¢ — 1 in luogo
di x.. Il primo di questi numeri da un risultato positivo,
poiché corrisponde ad un minimo che €=3. L’altro da un
risultato negativo, poiche corrisponde: ad un massimo che
e=239.
(2) Sia
f(x)=x*—4x3162x°—4x 16

Eguagliando a zero f' (x) e semplificando, si ha

43 —3%2+3x—1=0

0ssia
(x —1)°>=0

equazione che & soddisfatta da *=1. Invece di formare
f"(x), qui basta fare la derivata di 3 —3x*4+3x — 1.

Sopprimendo in questa derivata il fattore positivo 3,
%2 ___2x+1 che, per x=1, diviene=0. Formando la derivata
di ¥2_—T+1 e sopprimendosi li fattore positivo 2, si trova
%x—1 che, per ¥x=1, diviene 0. Derivando ¥ —1, si trova
per derivata 1 che & quantitd intera e positiva. Dunque
fI¥ (1) & positiva e quindi f (1) & un minimo

(3) Sia -
et 4% =

vogliasi riconoscere se vi sono valori positivi di x a cul
corrispondono massimi o minimi della funzione.

Per valori positivi di x la funzione, essendo positiva poi-
ché qui si considerano solo valori aritmetici, corrispondera
a valori massimi o minimi che corrispondene pure a mas-
simi e minimi del suo logaritmo neperiano; basta quindi
cercare i massimi ed i minimi di log f (¥) ossia di x log X.
Eguagliando a zero la prima derivata di questa funzione,
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: ! !
si ha 1+log ¥=0 onde log x= — 1 da cui x=¢ > s La
: . o g

saconda derivata di x log x & =5 ghe, per xz—E—,dme- |

I ; 3, : ;
ne e. Dunque ad ¥ = — corrisponde un minimo di f (x) il

e
quale e — (_E»‘_.) (A

i ~ (4) Sia f(@)=2° (x—)?
| La prima derivata di questa funzione é
S (—3)2-34° (¥ —3)2=7%% ( —3)% (8 =15).

Se si osserva che, quando f (x) € continua per x=a, | (a)

non puo essere una massimo o un minimo senza che [ (%)

:: cambi di segno, essendo h una quantitd infinitesima, x passa
dal valore a+h al valore a—h, nel caso particolare in cui
si tratta, il fattore x* (¥ —3)% di ' (x) non diviene mai ne-
gativo, quindi si scorge che basta eguagliare a zero il fat-

. ; . 15
tore 8 x — 15. L’equazione risultante da x= —.

8
lLa derivata di 8x — 15 & 8 che & un numero intero e

positivo, si conchiude quindi che ad x= 18 corrisponde ur
minimo.
(5) Sia
Hx)::::z——-Sx——Z
x*+3x-42
In questo caso si possono semplificare i calcoli osser-
vando che alla funzione si pud dare la forma

6x
”1)1:1_::*—!—3:—}—2

| da cui si vede che i valori di « corrispondenti a massimi o
| " minimi della funzione corrispondono a minimi o massimi
1l

| della frazione
il =
il x*+3x 42
| | € Per conseguenza a minimi o massimi della frazione
| x*+3x 42 2
=5k i AR e |f

X

. . : . ; 2iress 11 O
La prima derivata di quest’ultima funzione & 1 — — Ce
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diviene zero Pper x = V e e —— Vz.ﬂDunque a
XY= l/z' corrisponde a tn minimo, € a — VZ n mas-
S1MOs,
(6) Sia y* —3axy+x°=0
ove a rappresenta und quantita intera e positiva.
L'equazione differenzidle immediata di primo ordine €

(x2 —ay) dx+(¥*—ax) dy=0
che da ;
Ayl 4 Y i
dx y—aa
Eguagliando a Z€ro {1 numeratore di questa frazione si ha

a0, Considerando come simuitaneamente questa

equazione e l’equazione data. eliminando inoitre %, Si trova
5 __2a% x*=0. Quest’equazione & soddisfatta da x=0 a cui

corrisponde =0 € da x:n\ﬂ/?a cui corrisponde y= a?\/EI

, . dy :
Per x=0 ed y=0 l'espressione -~ prende la forma in-

determinata —ga Per averne il valore vero conviene ricor-

rere all’equazione differenziale immediata di secondo Or-

dine che € s
Exdx‘z——2ad:t:dy+2ydy2+(y?—ax}d~}a:0

Dividendo i due membri di questa equazione a* dx* ed 0s-

servando che, Pper r—0 ed y=0, il fattore che moltiplica

d?*ye=0, si ha
dy dysss
x—-aﬁ—}—y d:ﬁﬂﬁ
ere x=0 ed y=0, deriva

e G
dxﬁeedx o

Qui conviene esaminare come varia y per valori di x pros-
simi a zero. Facendo quest’esame Sl trova che ad ogni valore
di x positivo e vicino a z2I0 corrispondono tre valori reall
per y, di cul uno negativo e due p?Sltl}H. e‘ad ﬂ-gmhvalor_e
di % corrisponde un solo valore reale di y, il quale € posi-

L

tivo. Si conchiude che zero non € ne un massimo née un
minimo di .

Nar x = @ VJZF ed y=a V4 si ha dj:: 0. La prece-

da cui, per €SS
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cedente equazione differenziale di secondo ordine, ponen-

dost dy —=0x = a V.Z edigis=a |/4, e semplificando, di-
42 2 37
viene 2 dx*-+ad*y =0 e da —}; = = Dunque a Vﬂl

€ un massimo. di y.

(7) Trovare fra i rettangoli inscritti in un dato triangolo
AB C, ed aventi un lato sopra B C, quale abbia maggior
area.

Sia DE GF un rettangolo qualunque: inscritto, e si rap-
presentino con x, y i suoi lati FG e G E, e con z .a sua
area ; sara z=xy. Ora dalla geometria elementare si ha la
proporzione

DE :BC=AK : 4 H
ove, con A H e B C si rappresentano a e b, deriva
AxX=0 (a—3).

Dunque 3 ]
et e S
Eguagliando a zero 1a prima derivata di ay — 3%, si ottiene
Gi==2 W=}
da cui
g
Y= 2
la seconda derivata’ di ay — 2= — 2.

(1

Dunque ad y:—-?cmrrispﬂ-nde un massimo di z e per

£

conscguenza : lati del rettangolo richiesto sono

a G D

Yy = é-edx x—b—?zg
(8). Un mpiceolo disco circolare piano ¢ posto orizzontal-
Mente sopra una tavola e viene illuminato da una lampada.
Essendo data la distanza orizzontale 4 B dal centro a del di-
sco alla verticale: B F che passa per i centro F della iamma,
€ sapendosi che I'intensita dslla luce sul disco varia in pro-
porzione inversa del quadrato della distanza FA4 ed in ra-
grone diretta del seno dell’angolo F 4 B, si vuol determinare
'altezza F'B della fiamma in modo che I3 detta intensita sia

massima.

Qui, per semplificare i caleoli, conviene determinare
prina I'angolo F 4 B. Si rappresenti con F quest’angolo e

T ——
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e a SRR .

con a la distanza A B; sara FA= L da cui l'intenstia
COS%H

della Tuce sul disco sara proporzionale al quadrato sen "i"ﬂa

Tt

Bastera dunque cercarc fra i valori di 6 da 0 a > quello
a cui corrisponde un massimo del prodotto sen 0 cos® 0 che

: . . g2 e,
si rappresenta con Zz. Eguagliando a zero la derivata 2 S

na la equazioné
cos2 —2cosfBsen®* =0

=t

la quale & soddisfatta da cos =0 e da tang®>p =

="

lLa seconda derivata di z e

ad%z :
— == . =— 2( .
0 2sen®f— 7 cos®(sen §
— sen G cos®6 (2 tang® 6 —1T)
Per cos O =0 si ha [}:'—:;r, da cui sen =1 ES'T'%’ =3
2

b

TE . " " .
Dunque 6 = , € corrisponde ad un minimo di z che e=0.

3t 1 W ‘
Per tang 0 = VE =% l/2 il seno ed il coseno di )
sono positivi e 2 tang® 0 — 7 = — 6; per conseguenza

&2 ¢ negativa
4 62

s :
Dunque tangﬁz—é VZ ¢ corrisponde ad umr massimo
di z, ossia il valore di 0 che risolve il problema & quello

]_ T, |
che ha per tang; I/2+ A questo valore di O corrisponde
FB:%VE

(9). Date dus rette 4 C e C D, e dati due punti A ¢ B so-
pra A C, trovare Sopra C D un punto M tale che l'angolo
compreso fra le rette MA ed M B sia massimo. Si rappre-
seftino con a, b, x'le rette 4 C, B C, CHM, con ae o gl
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angoli 4 C D e AM B, si tiri la M P penpendicolare ad 4 C:
sara

tang AMP:AP‘I 2 B P X coso—b

PstenmtangBMP:BM X sen o

€ per conseguenza

a—xcos« . xcosa—b
xsenoa ' xseno

(n— cosx «) (x¥ cos & — b) 9

| x2 sen? «

tang f =

s (@a—b) x sen o
x*—(a+b)xcosxa+ab

da citi

_dcot
d f dx

dx 1 +cot?®§

Tse g
quindi —— diviene = 0 quando cot § = 00 e quando |

d cot 6 | :
— = 0. A cotf =00 corrisponde § =0 che non & un

massimo. Dunque, per avere il valorc di x che corrisponde
al massimo valore di 0, basta eguagliare a zero la deri-
vata di cot 6, ossia, poiché (¢ —b) sen « & una quantita
costante.

x(@+b)xcosa—-+ab
X

mx—(ﬂ+b)CGsm—]—q—E)
i

Cio facendo, si trova l’equazione

da cu‘i si ha x z\/{zb. Questo valore di x corirsponde ad un
massimo di 9 perché da esso corrisponde un valore POSi-

: 2
tIvo € per conseguenza un valore negativo di @—E}—

dx?

(10). Determinare, fra i vari quadrilateri che hanno i lati
della medesima lunghezza quello che ha l’area massima.
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Si rappresentino con «, B, Y, & le lunghezze date dei
lati AB, BC, CD, DA, conf e ¢ gli angoli incogniti B
e D, con 2z ’area e si tiri la diagonale 4 C; sara

7—area A BC +areaACD=3 (&Esénﬁ—t—?s’senfp) (1)
e

a2+ pB2—2aBcosf—y>+c*—27dcos@ (2)

Eguagliando a zero la derivata di z riguardata come fun-
zione di 0, e derivando 1’equazione (2) si trova

dy
aﬁsen{}—{—vaeﬂs?ﬂ:ﬂ
{ d
47
o.Bsenf—7rdseno ;;Tﬁ
™ & - L d{‘? w
fra queste due equazioni eliminando =T semplificando

I’equazione risultante, s’ottiene
sen f cos ® + cos () sen o =0
.ossia sen (0 4 ¢) = 0. Quest’equazione ¢ soddisfatta da

0+¢=Fkm

essendo k un numero qualunque intero. Ma dalla nafura
del problema si ha che il quadrilatero non corrisponde ne
a 0+ 0=0, né a § + @ =2 . Dunque tale quadrilatero
& quelle per cui 6+ ¢ =m; ossia quello a cui Si puo cir-
coscrivere tin circolo.

Volendosi trovare il massimo di a bastera osservare che,
quando § -+ ¢ = 7, sl ha sen ¢ = sen f e cos ¢ = — cos 0, da

cui, le equazioni (1) e (2) divengono.
— L (w478 senf ed a® -+ (2 —
—2aBcosh=~v>+c*+2ydcosH.
Da queste equazioni eliminando 6, e semplificando la

espressione risultante di z, € ponendo « +B84+v+2=2,
Si ha

=\ lp—a)p—B8p—1)(—28




112 DOMENICO RAVALICO

O e ESERCIZI.

(1) ¥* —2axy+x*=m?, trovare i valori di x a cui corri-
spondono 1 massimi.e i minimi di y;
a m _ m
Y= un massimo =
Vil—a? V1i—a2
a m 1. —m
T — un minimo =
V1i— o V—1a

(2). Determinare tra i triangoli che hanno la medesima
ipotenusa quello di area massima: 1’isoscele.

(3). Trovare fra i cilindri circolari retti dj superficie to-
tale medesima, quello di volume massimo - [’equilatero.

(4). Cercare fra i triangoli isosceli quello di area mas-
sima : 1’equilatero.

(6). Trovare fra i quadrati inscritti in un dato quadrato
quello di area minima : il quadrato richiesto & quello 1
cui vertici dividono per meta i lati del quadrato dato.

(6). Determinare tra i parallelepipeds rettangoli dello
stesso volume, quello di superficie minima: il cubo.

(7). Per un punto dato dentro ad un angolo dato, con-
durre una retta in modo che il triangolo risultante abbia
area minima : la retta richiesta & quella che & divisg per .
meta dal punto dato.

CAPITOLO DECIMO.

Cambiamento della variabile indipendente,

95. — Abbiamo diniostrato vera [’equazione
LRy
ix. >ay .
Yo dy
che puo essere scritta
2 -
HREy
dy

e sappiamo anche che
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quindi abbramo

dy dy
3%y ad e i daids
di? T A2 R deds  dx
d 2 d z

ed abbiamo pure che
| d*y dx d*x dy

iy dodzde d2dz dio
dx3 dz (Q)S dx
d z

dsydy.  d°x {fj’) dl’)a_ 3 (dx_‘)?* d2x (figj,?dx x4 d*x dy)
(Eﬂfz — dz8dzl \dz dz) dz?\dz*dz dz%dx)d z

(d_x)‘-‘ dx
d 2

(ﬂ!ﬂyd.ﬂ: dﬂxdy)dx Sdzx(dzyd:ﬁ df,miy)

d23dz dz3dz/dz dx*\d22dz dz2?dz

i%);
d z
imi i pUd ottenere per aiyay ece
sim{lmente si1 P P Tl T :

s et

Questo procedimento & detto — cambiamento della varia-
bile indipendenfe da x a z — COSI mentre

a’y
dix*




114 DOMENICO RAVALICO

la variabile indipendente €& x, nella espressione
d*ydx  déxdy 4
i di2idiz dzd 7

dix)\?

d 2
la variabile indipendente non € pitt ¥, ma bensi per il cam-
it biamento effettuato, & z.

| 96. — Supponiamo che nell’articolo precedente si ponga
. z2=19, 61 avra

| dy d® y d?y

] Eﬁl,dzg— ,g’;ﬂ‘-o E':Cr,

¢x Sdredixas iy

| = d} = ﬂﬂ’ €CCo,
l da Clil
by % ol
dx d x
dy
&z
d? y d y*
d x? (d x)3
dy
dxddx d? x\*
3 e 3 Sl
A’y dydy d y*
d x3 (d x\° =
dy
1 Queste formole possono ottenersi direttamente come se-
i gZue,
| d Vi ol
. ax " dx
dy
il da cui
i diyﬂ_ d
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azy d*x
AV idyf ey
S (dx)? dx d x)3
(E_y) (d:a)
gey d“x
ds v d a’__yz_ d dy’ dy
dit o dxidn\t - | dyfaxN: dx T
sl

)
dy*\dy dy/] \dy*
ot d x\7
(&)
ddxdx 3(111’__:::)?
dy’dy d y*

)
ay

Questo procedimento ¢ detto — cambiamento della varia-
bile indipendente da x ad y. —

97. — Cambiare la variabile indipendente in x* dxj;: da

¥ a z, essendo x = é~.

Abbiamo
dyfs ety nd ﬂsﬂy)d ;8
E_t(x dxﬂ)"dx(x dxt/dz
dﬁy dﬂ‘f‘l},
“+Iﬂd:r“+1)x
dﬂ“‘[‘“ly

dx
—— ndny n-+1 ~
= dxﬂ—{—:t:

:(HI“'_I

dxtt3

d n dﬂy n‘fﬂ_}f__ n+1 dn-f-ly
dz(x dx‘-") X Gxn - dant]

( d ) A a" y e dﬁ+l y

d xn g d xn-f-'l
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Si ponga n=1
2
dz S dx*
Ma
dy dydx dy
dz dxdz d z
onde

Si ponga n=2

d o %y NE W)
(az_g)x ST

d d dy
*(a—z“z) (ﬁ“‘) .

Ed in generale, si ponga n=m

d’m-}} d 2 a ; d -~ g d a y
i it n Wi e S e =S (== 100 |l
e o et e S
08, — Sia v wuna funzione dipendente da due altre fun-

zioni x ed y, sia cioe u=f (¥, y), proponiamoci il problema
di dererminare la derivata di u. Per risolvere il problema
bisognera in primo luogo supporre che delle due variabili
indipendenti x y, una sola varii, o meglio, bisognera risol-
vere il problema supponendo che le due funzioni xy, va-
rino una alla volta. Poniamo quindi dapprima y la funzione
variabile ; avremo

1,y = Ag)y—7(x, y)
Ay

Indi poniamo % la variabile, otterremo

}'(}hx‘l‘ﬁx)—f(}’:x)
AX

Possiamo quindi considerare il limite
i LY Ay, ¥ - A%) — o (y, X+ 4 x)
Ay
da cui abbiamo la risoluzione chiesta
duw ,duwdy  diu dx

e

|

dx dydu " dxdu
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Si supponga ora, u una funzione delle tre variabili indi-
pendenti x, v, 2, € che queste siano legate da fre equazioni
con tre nuove variabili indipendenti 6, ¢, r: si cerca di

. du d_u du '
esprimere ~—= . To T
prese rispetto alle nuove variabili.

Abbiamo

, per mezzo delle derivate di u

du_dud0  dudo  dudr
ix d0dx "dodx ' drdx
du  diwd g, dudo, Wdudr
d_-y:dﬂd}l d@dx drd}; (1)
du duodf  dudo  dudr

|

ma per mezzo delle tre equazioni tra %, y, 2, % @, T, POS
siamo determinare i valori di
dy dy dz’dx"dy dz dy dz
e quindi le equazioni precedenti es rimono dandn e L
q cquaz P 1 €SP dady a7 In

__d,du_d_gedu
terminl lde'dcp qors

Inoltre. risolvendo le equazioni precedenti, possiamo €spri-

dn du du . Won o i did sy
—— in terminl d

mere ﬁd_fﬂ €aTs S dy a2 i quall pos-

sonio anche trovarsi per mezzo delle equazion:

du__dudx!duﬂ'y dud 2
a0 dxdg " dydo  dzd
du_ﬂdudxldudy dud 2
do. dxdo ' dydg dzdgl@)
dzz_;duftl_’x  dudy dud 2
T o dns dydirsdizdr

R

—m

99. — Supponiamo ora, per dare un esempio su cio che
precede che si ponga
v — rsen 0 cos o,y =rsenl cosg,z=rcosl
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Onde, applicando le equazioni (2) abbiamo

d dy d 2
ﬁzrcusﬂwsq}, E-B=rcnsﬁ,sanqo,-£i,—-ﬁ=~—rsenﬁ
d x dy d z

T == ( ! —_ —
dcp_ rs&nﬂsen@,w rsenjcnsq,dq} 0
d dy _ g
ﬂ=sgnﬂcgs 0, 7, = Sel 0, sen o, g, cosH
quindi :
du duy d u dun

H_ﬁ:rg{jgﬂcﬁst{; ﬂ+rcusﬁsen¢ﬂwrsen{i—— :

dz !
du du du {
o rsenﬂsencpﬂ—l—rsenﬂcnsnpdy ‘ (1)
dy du du dig )
ﬂsenﬂcﬂsqﬁ dxscnﬂcnmp E_y+msﬂﬂ |

Se adoperiamo le equazioni (1) dell’articolo precedente,
dobbiamo porre le relazioni tra x, 9 e z sotto la forma

r=V (24 y? + 2?)
) — tan—1 V(xﬂ _I_ },2)

Z
% y
— tan—1ly _2_
¢ = tan~ly -
quindi
Bilisges : L2 sen f cos
dx Vel yr 422 - i i
dr_ﬁl_
ﬂ—r—semﬂcnscp |
dr 2
TR |
a8 _ z e _s COS 6 cos ¢ |
P R e R TR R '
(O 2 y __cos0 seno
dy = 24220 V@R - 5_
a6 _ V497 sen 6 |
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do YL i S iseniy
dx X%+ y° rsen @
do X _ cosg
dy x4+ y® rsen6
dg
S0
dz

quindi
du du
d——x‘—-—'SEﬂG CUSﬁ?.dr—}—

cos O cosedu sene du
r dfi rsenfdo

|
[

QE: sen 6 senwdu+
dy dir
cos sengodu |, cos9 du

- r d ' r sen(do
du du senfdu
e — coS Ud = s

100. — Alcuni esempi chiariranno quante sino qui si €
esposto.

(1). Cambiare la variabile indipendente da x ad y nella
equazione

d*u du
ik ; xﬂ+u:

supponendo y=log x. :
Applicando i Suesposti principi, s’otterra

d?u

Ty

s

T dy+ Y — (0 iu una

(2). Trasformare =5+ 5 7= TESTE

equazione nella quale 6 & la variabile indipendents, essendo
O=tang'x

Come risultato si avra

d*u R
ggr, T
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(3). Trasformare
2 AT SedXu
s T R R TR
in termini di z, ove u & una funzione di r ed
(T (o e S e RN
come risultato finale si avra

d*u n—1du
dr? g r dr_g

(4). Trasfurmare
2 o—22 4 ?
dy+2 = yll’a. 4&}_%::
m+€ 2 Jx (E_m+€—£1}£=0
in un’equazione nella quale £ sia la variabile indipendente,
egssendo ¥ =log V(tang ).
Come risultato finale si ofterra
d2
T Ty =0
(5). Siano date le equazioni
x =a (1 — cost ¢)
y=a(n1 - sen i)
d* y

esprimere T in termini di £.

Si avra per risultato

— ()

__ncest 4+ 1
asendt
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Il carbone biznco.

Geografia astron. e fisi-

Tl mondo antico. [ca.

Ligo Foscola. _

@liItalianiin Russia.

Le 5 giorn. di Milano.

169.Storia della letteratu-

170.

171,

172.
173,

174.
173,
176.
177.
178.

179.
180.
181.

182.

183.
184,
185,

186.
187.
158.
183,
130,
191.
192.
193:
194.

195.
196.
197.

198,

ra tedesca.
San Carlo Borromeo.
I mollusehl.
Cristoforo Colombo.
Santa Teresa del Bam-
bin Gesl.
Niceold Machiavellt.
Storia della Polonia.
Manuale di vinicoltura.
San Vincenzo de” Panil.
@l antichi Germanl e
loro invasiont.
Fictor Hugo.
Storia dell'Austria.

La latteratura Nord-
Americana.

Elem. di Diritto Civil:
positivo.

Merceologia. [toTe.

La guida dell’agricol-
Darwin e il Darwini-
SMo.

La contabilitd agricola
Storia d*Ungheria.
Gli agronomi celebri.
Man. di bachicoltura.
Moto e forza. fEia.
Trattatellp di termolo-
L’elettricita in azione.
Storia d'Irlanda.
Manualetto di pollicol-
tura. [stiame.
Allevamento del be-
Torquato Tasso.
Apparecchi radiofonici
a cristallo.
Anatomia umana.

199-200. La tubsrcolosi -net

201,
202,
203,

204,

205.
206.

piccoli centri.

Storia della Chimica.

L’arte del porgere.

La Provincia nell’ordi-
namento degli Enti
Autarchioi.

Corl celebri.

Galvanoplastica.
Storia letterat. greca.

207-208. Contrappunto e
=0%. IT mare. [Fuga.
410. Manuale di Telegrafia.
211. Lodovico Ariosto.
z12. Storia della Bulegaria.
213-214. Benito Mussolini.
21o. Economia applicata.
216, La vita di Maomelto.
217. Grammatica-Vocabola-
rio della lingua uni-
versale aEsperantos
. Cicerone.
. Giordann Bruno.
. Rivoluzione francese.
. Elementi diragioneria.
222. Stelle cadenti, ecc.
223. Fisiologia vegetale,
. Metallurgia.
. Bitore Kieramosca.
. LlLa CGarta del lavoro.
. Viticoltura nazionale.
228, Vita di Pietroil Grande
229-230. Ssant’Ambrogio.
321, L’Islamismo nel passa-
to e nel presente.
Yade - Mecum dell’ita-
liano in Germania.
233. VYirgilio,
234, Storia di un Secolo. —
Fascicolo primo.

402

I 235, Id. — Fase. secondo.
236. Id, — Fase. terzo.
237. Id. — Fase. gquarto.

233. Esempi di corrispol-
denza francese.
Vade-Mecum dell'ita-
liano in Francia.
Lavitanell'eta feudale.

Gaetano Donizetti.
I fiori. — Fasecicolo 1.
Tdem. — Fascicolo I1.
Pequeno manuale espa-
nol-italiano.
D45, San Filippo Neri.
246-247. T.’ebanista.
948, San Francesco di Sales.
249. Il Piccolo Artista.
“50. Gramm. poruoghese.
251, 1/’Italie dans la poesie
franc¢aise contemp.
La Polizia Tributaria
applicata al Mono-
poli.
. Trattato di prospettiva
4. I1 Maestro della scuo-
la obbligatoria.
Commentarii della
Guerra Civile,
956-257. La ceramica.
258-259. Passi per lo stn-
dio dell’Armonta.
260, Diritto OCorporativo e
=sindacale.
L'arte del Profu-
niere.
263. Indoratura, inarzent-
tura e metalizz.

239,

240,

241
id

Fa'pud 41 # S

243.
244,

292,

261-262.

256-266. L'oreficeria.

264. Televisione. [na.

267. Santa Caterina d Sie-

268. Storia del Socialismy
— Parte antica.

70, Fibre tessili, stoffe.

2il. L.a carta.

272. 11 legno.

273. Illusioni ottiche.

. Pequeno livre de leo-
tura Porfogueza.

. Bismarck.

. Elementi di filosofia.

. Letteratura latina.

. L-a Repubblica Romana
del] . 1849,

. wintassi latina.

. Primi elementi di nu.
mismaticagenerale-

¢. Letveratura francese.

285, Vade-Mecum' dell’lta-
lianoin Inzhilterra,

- Letteratura greca.

. Sboria. -Nat. - I rebtili.

. Pirotecnica dei dilet-

tanti.

ifn preparazione)

. (Fiuseppe Verdi.

. I'rigonomefria piana.

. I logaritmi spiegati.

1. Storia Belle Arti. Parte
I. L'Architettura.

5. Idem. — Parte IIL. La

Scultura.

296-287. Idem. — Parte TII.
La pittura.
298. ITdem. — Parte IV. La

Musica.
. Insegnameno pratico
del lavori femminili
. Compend. di pedagocia.
. Storia della Stamra.
. Il carbone fossile.
. Storia della pedagogia
305: La Storia della Fisica.
306. Pizzy, frivolite e ma-
crams,
307. Antologia Mazziniana
309. Storia della Filosofia,
311-312. I Commentarii del-
la Guerra Gallica.
310. Antichita greche.
313. Scienza delle Finanze.
314-315. La fisica del suono.
316. Sociologia Oriminale.
317. Nuovi ed eleganti
vori femmintli.
Leone XIIT.
Del Conclave.
Lo spiritismo.
Antichita romane.
Storia orientale,
Dottrine Positiviste.
La filosofila di A. Scho-
penhauer.
326. Origine lingua italiana
| 327. Anatomia aninmale.

la-

SLel,
320.
321.
322,
AT
334.
329.

Inviare Pimporto alla CASA EDITRICE SONZOGNO - Milino
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328.
330,

331,
332
333.
oa4.,
433,

336,

437.

338,

J34.

340,
341.

342,
d43,

Storia letterat. inglese.
Il Radio e la costitu-
zione della materia.
L’origine dell’'uomo.
Stregoneria e Occul.
Istituzioni medioevali.
Sintassi Italiana.
Le dottrine filosofiche
di Gerbert Spencer.
Topo-cron. dantesca.
(Inn preparazione).
Il gioco degli scacchi.
I1 nuovo Codice Penale
illustrato. — Vol. 1.
Storia del Medioevo.
La fabbric. dello zuc-
chero di barbabietola.
Giacomo Leopardi,
Sociplogia Spenceriana.

344-345, Il nuovo Codice Pe-

346,
347,
348,
344,
250,

dol,

a0

do4.
300,
a0b.
357,

3b9.

360,
361,
ab2,

363.
304,
3065

366

nale illugtrato.
Volume II.
Compendio di Storia
Il cervello, [Moderna.
(In preparazione).
Micrografia vegetale.
I principi delle radio-
comunicazioni.
(In preparazione).
e 353, L'A B O del
montatore elettrie.
Fisiologia Moderna.
Teorema di Pitagora.
Niccoldo Tommaseo.
Yentilazione a riscal-
damento (Partel).
Federico Nietzache e la
sua Filosofia.
Elemrenti di Algebra.
Il razienalismo.,
Grammatica greca an-
tica. — Parte 1.
Il materialismo.
(In preparazione).
YVentilazione e Riscal-
damento (Parte I1).

. (In preparazione).

367-368. Giuochi di societi.

369

370,
372,
373.
374,
L%
376.

SiI
a78.
380.

381,
382.

J83.
384.
383.
386.

. Letteratura giapponese
L' Egitto antico.
Le carnl alimentari.
Letteratura russa.
Geometbria deserittiva.
(In preparazione),
Risoluz. delle equazioni
di primo e sec. grado.
(In preparazione).
Manuale del ciclista.
Fragario d’affari ita-
liano-inglese.
La teoria atomica.
Formulario di ehimica
inorganica. - Parte I
Idemi. — Parte II.
(In preparazione).
Il libro dei ginoehi.
Grammatica greca ai
tica. — Parte II.

| 439,

387
488.

Il dilettante elettr.
La scherma di fioretto.
389, (In preparazione).
40, Storia delle Ferrovie.
391-392. 1l futurismo.

393, (In preparazione).
394. Letteratura . Francese
GE‘-‘HL’-[}]]]]JDI‘E’EIIEE.

(In preparazione).
Lavoro Teneriffa. —
Pizzi di Bruges, ecc.
397. Giurispr. veterinaria.
398. Ilem. di stereometria.

399-400. Il Bridge.
401, T1 gioco del biliardo.
403. La macchina dinamo-
elettrica.
404-405. Prime nozioni di
(Feodesia operativa.
406. Tietteratura Spagnuola.
407. (In preparazione).
408-409. Antidoti e Soccorsi
d'urgenza.
410, (In preparazione).
4¢11. (In preparazione).
412, Isbituzioni di Diritio
Romano.
Le malattie delle pian-
te coltivatee rimedi.
414, Ginochi diversi.
415-416. I.'Erbario.
417. Llallievo capomastro.
418. Nozioni di chimica org.
419-420. Rimedi nuovi.
422. Prospetto di tutte le
coniugazioni franc.
424. Istit. di diritto ecivile.
425. Corrispondenza spa-
gnuola-italiana.
Il soprannaturale.
427. GQiosue Carducci.

428. Geometbria descrittiva.
428-430. Pratica del CQanto
in chiave di Sol.
La tramvia elettrica.
Calecolo differenziale:

massimi e minimi.
I1 Testamento. Sue for-
me. - Sua validita,
(In preparazione).
La macchina a vapore
La fotografia del colori.
(In preparazione).
Manuale dei verbi del
la lingua italiana.
La Dottrina del Dirit
to Naturale.
Caooia e selvaggina.
Importanti applicazis
ni del logaritmi.
Formulario di Chim
ca org. — Parte I.

3935.
236,

413,

426,

431.
432,

433,

134,
435,
36,
437,
38,

40,
441,

.'[ LE.

| $43.E nigmistica.

482. Gli Esquimesl.

493,

4. Il problema dell’Uni§
verso nella filosods
I primi elementi ﬁlt:
analisi minerale, &
. Marte e ’ipotesi dell
sua abitabilitd. &
. La fllosofia della I=§
geviti. ’
. L’Italia prima di B8
ma. f
449. (In preparazione.): L
450. L’essenza del mikE
xizmo. |
451. La storia del Sole.. &
452-453. Dizionariebto @eit'.r_
forme yerb. laiing §
Prine. vocaboll 06§
Poliplotta I:{ELEHL?
Id. FrANCESE
458-459, Xd. SPAGNUOLO |
460-461, Id. TEDESCO.
462, (In preparazionel- §
163. La filosofia del Dirito}
464-465. La Radio elemets
LaATe. I

466. La Sociologia. .'
467-468. La navigazioné 8%
rea, — L. Areostat
e Dirigibili: |
469. Aree e volumi. |
470. Raccolte e preparai®s
ni zoologiche. |
471. Metodo per mandoli®)
napoletano. ]'
. Manualetto pet HE"I_
grante in Burold @
473. Fotografia per F““E'. 3
474-475. La Navigﬂﬂ”“e# M
rea, — II. Areop‘i
ni e maoching:
476. (In preparaziont): .
477. Vocaholarietto 81 ©
mini filosofith
479. L’essenza dell's8 %
chisnio. i L,
480-481. Petit résuld i .
syntaxe Frang @

404-455,

$56-457,

/

47

e

184. Leone Tolslols
185-486, Il dilettanté
canico. |
Frageologia latind |
(In ﬂTEpﬁr{I#i”ﬂgi;‘,Eﬂ*ﬁ;
T secoli della leV=q®
tura italiab®
Trecento. anth
Idem : I1 Quabtro® g8
L.a teoria ela Pi“-ﬂ}]e,{
trasporto ﬂl"sgt_;l.:?
I sec. della lebt: ™ &
T1 Oingquecen®is 8
Il Commerecio ! {
tichita., it B
194, Manualetto d’iP2%5 8
195. « La Divina ﬂ”mmpulﬂ:t
esposta al oK B
L’Inferno.

46. Le proiezioni i_:'i’/,..«

i

187,
488,
4£89.

'
7

4]

+90.
k91,

¢
192,
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¢97-498 La locomotiva a va-

459,

".-Hl

B01.

(5.

s06. L

507,
508,
508,

510.

11,

. La storia e la

. I gecoli della

pore moderna.

sLa Divina Commedia®
egposta al popolo:
11 Purgatorio..
1] seunh della letter.
ital.s: Il Beicento.
wla Dn—‘ma_ Commedia»
esposta al popolo:
Il Paradiso.

tegT lﬂ.
dell ’antica musica
Erecs. .

I.' « Odissea »
al popolo.

narrata
Parte I.

. Apparecchi facili a ooc-

struirsi: 1.®* Elettri-

cita.
L.’ « Odissea » DA&Trala
al popolo. Parte 11,
'a Eneide » eésposta al
popolo. — Parte 1.
Id. Id. — Parte I1.
(In preparazione).
el.a Gerusalemme libe-
ratap, esposta al po-
polo. — Parte. 1.
(In preparazione).
«La Gerusalemme libe-
ratar, esposta al po-
polo., — Parte 11T,

2. Formulario di chimicsa

org. — Parte 11,

. Btoria e antologia del-

laletteratura turca.

. L' wIliade» esposta al

popolo, — Parte I,

. L'arabo parlato.
. L’aIliade» esposta al

Popolo. — Parte 1.

Manuale di
analitica gualitativa
per uso degli stu-
dentd.

. 8toria e antologia dt‘:l-
la letteratura araba.

. Yade-Mecum del Sa’g-

giatore dei metalli

preziosi,

. Ecocezionl fonetiche del- .

la lingua francese.
letter.
ital, : 11 Settecento.
Teoria del regolo cal-
colatore e sue appl.

3. I gecoli della letterat.

ital. 1I’Ottocento.
Yade-Mecum dell’ ita-
liano in Giappone.

. Nozioni di tap:.:graﬁ&

pratica.

528, Storia ﬂegli Stati Uni-

ti d’Amerioca.

. Rimario della lingua

italiana. — Yol. L.

dd.id. Vol. 11,

chimica:

530,
531,
533.

534,

S35,

236,

544,
545,

547,
548.
549,

550.

560,

561,
569,
563,

564,

565.
566.

. X secoli

. Elementi dj

e

.Id'l

La luce elettrica.

{In preparazione).

La Btenografia. — Vo-
lume -I.

Tdem — Vol. 11.

Idem. —"Vol. IILL.

Geometria analitioa del
1’.:1:!.'[1{} e slie applica-
. zioni,

; _Diziuﬁarietf;a dantesco

‘e pue-applicazioni.

. Trigonometria sferica.
. Storia del risorgimen-

to italiano.

della lettera-
ra italiana: 11 Pe-
riodo delle origini.

ti di costruzio-
ne delle macchine.

. L'operaio meccanico,
. Formulario.completo di

Computizteria e Ra-
gioneria. — Vol. I,
Id. id. — Vol. I1.
I fenomeni del}’ipno-
tismo o della sugge-
stione.

- E4G. RiccardoWagner,la vita

6 le opera,
Prontuario delle forme
dal verbo latino.

(In preparazione).
I.a costruzione geome-
trica delle ombre.

Nozioni di statica gra-
. fica e gue applicaz.

- Pmntuariﬂ delle forme

del verbo tedesco.

. Monete d’oro e d’ar-

gento legali & false.

. Prontuario delleif orme

__ del verbo francese.

. Pile per usi domestici.

. Accumulatori per Lm
domestici,

. Lo Stato nella Soclo-

logia Spenceriana.

. Curiogita e sofismi ma-

tematict.
Luce Elettrica do-
mestica.

. Storia Parlamentare

della ITX Repubblica
di Franoia.

Disinfezione e disinfet-
tanti. finglesi.
Come contugare i verbi,
Storiag del pop. arabo.
L’ aritmeilca per gli
adulti, - Parte I.. -
id. - Parte II.
Id., id. - Parts I1T.
I fon@amenti della Geo-
metria di posizione.

567. Beethoven, la sua vita
@ le sue opere,

La lotta greco-romana.

La QOinematografia.

Canottaggio e nuoto.

Nozioni di idraulica.

Foot-ball.

Compendio di lettera-
tura indiana.

Francesco Giuseppe e
1la storia di Qasa
d"Absburgo.

- Applicazionialgebriche
alla’ geometria ypla-
na e solida.

Trento e Trieate.

I terremoti e la sismo-
logia. °

580-581 Come si diventa te-

legrafisti e radiote-
legrafisti.

Storia del Mesgsioo.

La Marina Militare

_ Italiana nel 1915.

Storia del Belgio,

Leggi, ust e convenzlo-
ni della guerra mo-
derna.

586. Btoria di Spagna.

587, L’esercito Italiano.

588-589, Iniziamento alla

1 teoria dei numeri.

280, Geomet. non-euclidea

¢ 591. I1 Dispotismo.

592-593. Tesi di caloolo let-

terale.

294, Allevamento del conl-
glio e degli animali

S68,
569,
a70.
a7 T,
aT2.
273,

574,

e
-1
en

278,
579,

582,
583,
584,
585,

da cortile.

5&5 Steria dell’Albania fino
al-1916.

596. Le caldaie a vapore
marine.

997-598. I1 mare Adriatico.
6C01.. La motocicletta e 11 mo-

tociclista.

Elementi di telegrafia
senza filo.

Dizionariettor Geogra-
fico Etimologico.

L*Automobile.

L’«Orlando furloso» e
gposto al popolo. —
Parte 1.

Idem. Parte 1L

Idem. Parte III.

608. Idem. Parte IV,

609. Idem. Parte V.

610-611. La storia delle razze

cavalline,
612-613. Idee di cosmogonia.
614, La sifilide.

602.
603.
604.
605.

606.
607.

-}-615. La blenorragia.

616. La Casa di Savoia.

617. Frammenti di storia
dell’astrologia.

618-619. La pesca meccanioa.

Inviare Vimporto alla C4SA EDITRICE SONZOGNO - Milano.
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620. T.e malabtie profes- | 640-641." Nozioni e curiosita 564-665. taa ruamn_[ ik
sionali. ] araldiche. in ferro.
§21. Ietruzione orale del 645 T.a ftabbricazions dal. | 656-557, Plocolo yooie
gordomubi. l‘accialo al forno nonimercialst
§22-623. Lo sviluppo BLO- Martin. [tesco. tro lingus,
rico delle forme a- | 643-644. Prontuario dan- | 563. Brave corso dl !
nimali. 'l 645-645. Calcolo infinitesi- euﬂnumma.-
'6924. La tisi polmonare ¢ la male, - Parte I, Cal- Nozionl gendy
gua moderna oura. colo differenciale. 6§69, T4, Vol.II - Delll
605 . B. Moliers e le sus | 847, Idem. Parte LI, Calcolo | 670. Td. Vol, ITI-L s
apere. integrale. 671. Td. Vol. IV-LAR ,'1
§96. T.’essicoazione delle pa- 648. Elementi di costruziont | 72, 1d. Vol.V - L'Adl
tate e di altri ge- | _ in cementn armato. | §73. Id. Vol. VI-LH
neri commestibili. f‘-j“ L% pantla dolLU0MmO. §7T1. Corso Elamental
627. Il .gergo. nella society, | 857 Compendio di [lsutera. - gabra - VoLl
nella storiay mnella tura italiana. 15 Td. . Vol. II Y
letteratura. & 651. T moteri d'avidzions, ::Tﬁ Id. - Vol. IIL IR
628. Camillo Berlsip o (g- 1 652. Malattie e rimedl. 5?7‘ I-'"'t+ 3 1;1;1' I,;:" e/
St u;mr. : 653. Formulario per il tor- 678. Id. - Vol. V,
St ﬂné?ﬁ;:%ﬁﬁé}_n“ﬂ 2o Fﬁmt?r‘a ot 679-680. Geometria
y - - ' o i L el - i - =
TR e (sl Gl g i o R 1 Vol
EoT iR ess010, M TOTROIE B e sy RO 681-682, Id. - VoL
gli esplosivi derivanti | 225 5"*3!1'-*3?:&% Iﬂfistra{ e ga* 5%: }:d : ‘*;Li
. P A ; “ Mirella ,,. : 85, Lia tenuta
Bi2:658: Xarl Quscanaliitins)bics, (alileol Geliler. " scrittura seil
634. Carlo Goldoni opl. Bunti di didatbioa. , doppia. - 1§ i
RS A e EEr s § Ay ety 658. GIi ingranaggt. 686, Id. - Vol B
T e EIEQ—SED. I «proniess! sposis | 687, Antologia del L/
636, Dizionario deglt Auto- | ¢ .E:ED{HH al._p'iﬂ"[.’.ﬂm' 1oy moderna - Viig .~
ri italiani, latini e 661. hlisure eletiriche pra- ' ta opmmercs
greoi. : 650 *;E;‘ s : ﬁ'&é.“Idgm ‘._::a]i II
3 : : oz, I motoria scoppio nel- ustriale. (g
gﬂg-ﬁizmiﬁii??;?iiE3. r].r-l b ES2 X al agrnm_ltutr.%._ . ﬁﬁﬂ.'fﬂem."‘i’#ﬂl_ﬂl- ;
faldoicn el ] 6vd. 1 contatori ‘E‘-'LE-.‘E"‘.‘PH 3 | £30. Idem. Vol. IV
5 induziou - cials,

UNA BIBLIOGRAFIA GRAT

di libri di coltura popolare, romanzi, poemi, racconti di vidy
opere classiche, si ha nel Catalogo aeﬂa Casa Editrice Sonzgs ij.
che Ehzuﬂqug pud avere gratis, inviando’ all’ Ammmiatraz >3
in T‘rllldﬂu ‘ilﬂ. lﬂﬁ{:{laif(}]{jj IJ - 1in H'ﬁmpIILE bigllett{j’ ..
nome e mdiﬁzzu, i1 busta aperta’ affrancata:con 5 cented®

con su scritto: Ordinazione Libraria. N

il Catalogo Sonzogno

contiene l'elenco comipleto dei f:cﬂumi pubblicati nelle cel

Raccolte Sonzogno: - 'I |
Romantica Mondiale 5:(:'.-; ogno: | La biblioteca univerSalel rd,
;U(t}iE”m{lﬂ deir Grandi Auim | Lobiblioteca classica ecom L+
5 EQHTEEI Romanzy d’amore. Lo biblioteca classica illdg

eravura wmoderna italiona e | Lo collezione SonzoZno.g

Straniera. ; R SN e e

- - I 1omianzi balisiacnt-t B

La biblioteca tascabile

IL.a biblioteca del Ifj{}p,{)i{}_ | i e .:.
Le biblioteche  teonito-scienti- J — AUM EN T
fiche. '. SRS 0/ 25 feblif®)

Inviare I’tr?’ip*}rtf} r:r!frr f"“*tul E“DE dicopartlna 0




